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Дисциплина «Элементы высшей математики» играет важную роль в воспитании научного мировоззрения, содействует развитию логического мышления, способствует формированию математической культуры и является частью общечеловеческой культуры.
Методические указания представляют собой разработку практических занятий по учебной дисциплине «Элементы высшей математики».  Практические занятия представляют собой занятия по выполнению различных заданий, образцы которых были даны на теории. В итоге у каждого обучающегося должен быть выработан определенный профессиональный подход к решению каждой задачи.
Методические указания предназначены для обучающихся и содействуют выработке   умений и навыков применения знаний, полученных на теории и в ходе самостоятельной работы.
Цель освоения дисциплины: Выработка навыков математического мышления; навыков использования математических методов и основ математического моделирования, математической культуры. 
Задачи освоения дисциплины: 
1.Овладеть конкретными математическими знаниями, необходимыми для применения в профессиональной деятельности. 
2.Интеллектуально развивать обучающихся, формировать качества мышления, характерные для математической деятельности и необходимые человеку для полноценного функционирования в обществе; 
3.Формировать представление о математике как части общечеловеческой культуры, понимание значимости математики для общественного прогресса. 
4.Развивать чувства точности, экономности, информативности речи, формировать умения выразить мысль, отобрав для этого подходящие языковые средства.
На практических занятиях реализуются следующие компетенции: 
ОК 01. Выбирать способы решения задач профессиональной деятельности, применительно к различным контекстам.
ОК 02. Осуществлять поиск, анализ и интерпретацию информации, необходимой для выполнения задач профессиональной деятельности.
ОК 04. Работать в коллективе и команде, эффективно взаимодействовать с коллегами, руководством, клиентами.
ОК 05. Осуществлять устную и письменную коммуникацию на государственном языке с учетом особенностей социального и культурного контекста.
            ОК 09. Использовать информационные технологии в профессиональной деятельности.
ОК 10. Пользоваться профессиональной документацией на государственном и иностранном языках.

          Планируемые личностные результаты в ходе реализации образовательной программы:
          ЛР 4.Проявляющий и демонстрирующий уважение к людям труда, осознающий ценность собственного труда. Стремящийся к формированию в сетевой среде личностно и профессионального конструктивного «цифрового следа».
 ЛР 13.	Демонстрирующий умение эффективно взаимодействовать в команде, вести диалог, в том числе с использованием средств коммуникации.
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[bookmark: _Toc137577006][bookmark: _Toc137577081]Операции над матрицами
[bookmark: _Toc137155176][bookmark: _Toc137577007][bookmark: _Toc137577082]Теоретическая часть
Определение: матрицей размера называетсяпрямоугольная таблица чисел
, состоящая из – строк и столбцов.
Определение: суммой матриц называется матрица такая, что любой элемент этой матрицы равен сумме соответствующих элементов матриц  и. Т.е. ,

Определение: произведением матрицы  на число  называется матрица Dтакая, что любой ее элемент равен произведению числа  на соответствующий элемент матрицы .

Определение: произведением матриц  назовем матрицу  размера ,элементы которой определяются по правилу: 
. Т.е. элемент  равен сумме произведений элементов ой строки матрицы  на соответствующие элементы го столбца матрицы.
Пример: вычислить , где .





Задания к практическому занятию





1. Даны матрицы ,, . Существуют ли а) б), 






в) , г) , д) , е) , ж), з) ? 



2.  Найдите и , если известно, что а) ; 


б) ; в).


3.  Даны матрицы: ,.




Найдите а) ; б) ; в) ; г) ; 




д) ; е) ; ж) ;з).



4.  Даны матрицы: ,,.






Найдите а) ; б) ; в) ; г) ; д) ; е) ;




ж) ; з) ; и) ; к) .

5. Найти:

a)3A+2B, если 



б); в) ; г) 


д) ; е) ; 



ж)  з)  и)

Вопросы к практическому занятию
1. Что называется матрицей?
2. Какие матрицы называются прямоугольными?
3. Какие матрицы называются квадратными?
4. Что называют главной диагональю матрицы?
5. Какая матрица называется диагональной?
6. Какая матрица называется единичной?
7. Что значить «транспонировать» матрицу?
8. Что называется суммой матриц?
9. Как найти сумму матриц?
10. Что называется произведением матрицы на число?
11. Как найти произведение двух матриц?
12. Назовите условие, необходимое для произведения матриц.
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Определение: определителем квадратной матрицы порядка называется алгебраическая сумма членов, каждый из которых равен произведению элементов, взятых по одному и только по одному из каждой строки и каждого столбца матрицы . Знак члена определителя определяется , где  число инверсий в перестановке вторых индексов элементов, если первые индексы элементов идут в естественном порядке.
,  , где суммирование ведется по всем перестановкам  из чисел 1,2,…,; - число инверсий в перестановке .
Определение: инверсией в перестановке называется такое взаимное расположение двух чисел, когда большее число стоит впереди меньшего.
Замечание: для определителей 2-го и 3-го порядков есть более простые определения.
.


Пример: .
Пример: 
Определение: минором элемента  назовем определитель -го порядка, который получается из данного определителя вычеркиванием ой строки и го столбца:
Определение: алгебраическим дополнением элемента  назовем его минор со знаком . Обозначение: .

Задания к практическому занятию

1.Вычислить определители: 






2. Решить уравнения:






3. Решить неравенства:





4. Вычислить определители:










		





Вопросы к практическому занятию
1. Что называетсяопределителем?
2. Что называют миноромопределителя?
3. Что называют алгебраическим дополнением определителя?
4. Назовите методы вычисления определителей.
[bookmark: _Toc137577011][bookmark: _Toc137577086]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 3
[bookmark: _Toc137577012][bookmark: _Toc137577087]Нахождение обратной матрицы. Вычисление ранга матрицы
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Определение квадратная матрица порядка называется обратимой или невырожденной, если для нее существует квадратная матрица порядка  такая, что их произведение равно единичной матрице .
Определение: матрица  называется обратной к матрице . Обозначение: .
Определение: матрица  обратима тогда и только тогда, когда ее определитель .
Обратную матрицу можно найти:
а) по формуле
- матрица присоединенная к матрице .

алгебраические дополнения элементов матрицы А.
Пример: Найти матрицу обратную к матрице 
, т.е.  существует




б) с помощью элементарных преобразований
Замечание: элементарными преобразованиями матрицы называются:
1) перестановка строк (столбцов) матрицы;
2) умножение элементов строки (столбца) на число 0;
3) прибавление элементов одной строки (столбца) к соответствующим элементам другой строки (столбца);
4) вычеркивание нулевой строки (столбца) матрицы.

Пример. Дано: А=. Методом элементарных преобразований над строками найти обратную матрицу А1.







 (A|E) =1~ ~ ~     ~ 1  ~~  ~ 


 ~ А1=



Проверка: А1А = = = Е

Рассмотрим матрицу  размерас действительными элементами. Столбцы матрицы можно рассматривать как -мерные векторы, а строки – как -мерные векторы.
Определение: строчечным рангом матрицы называется ранг ее векторов-строк
Определение: столбцовым рангом матрицы называется  ранг векторов-столбцов.
Определение: ранг ступенчатой матрицы равен числу ее ненулевых строк.

Пример. Найти ранг матрицы А=
Элементарными преобразованиями приведем матрицу А к ступенчатому виду.



А=   ~    ~    ~

~ = В r(B) = 3. Так как А~Вr(А) = r(B) = 3.
Ответ: r(A) = 3

Задания к практическому занятию

1. Найти ранг матрицы:



а) б);	в);


г) 	д);	е).
2.  Найти матрицы обратные данным:


а)  б)
Вопросы к практическому занятию
1. Что называется определителем матрицы?
2. Какая матрица называется обратной по отношению к данной?
3. Каков порядок вычисления обратной матрицы?
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Определение: системой линейных уравнений с неизвестными называется система вида
,где
Определение: решением системы линейных уравнений называется упорядоченная совокупность чисел поля , которая является решением каждого уравнения системы.
Определение: система линейных уравнений с  неизвестными называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение и несовместной, если решений нет.
Определение: две системы линейных уравнений с  неизвестными называется равносильными, если множества их решений совпадают.
Определение: элементарными преобразованиями системы уравнений называются такие преобразования, которые приводят ее к равносильной системе.
Пример: решить систему уравнений методом Гаусса 
С помощью элементарных преобразований приведем систему уравнений к ступенчатому виду. Первое уравнение умножим на (-2) и прибавим ко второму, затем умножим его на (-3) и прибавим к третьему. Получим систему уравнений
 , которая равносильна системе уравнений (1).
Умножим второе уравнение системы (2) на (-2) и прибавим к третьему уравнению. Получим систему уравнений
, которая равносильна системе (2), а значит и системе (1).
Система уравнений (3) имеет ступенчатый вид. Причем число ее уравнений равно числу неизвестных. Говорят, что система уравнений (3) имеет вид «треугольника». Из третьего уравнения находим, что , из второго уравнения, что , из первого, что 
Ответ: система уравнений имеет единственное решение (-5,6,0).
Замечание: вместо преобразования системы уравнений можно преобразовывать строки ее расширенной матрицы, т.е. матрицы элементами которой являются коэффициенты и свободные члены системы уравнений.

Задания к практическому занятию
Исследуйте системы и в случае совместности решите их методом Гаусса.


а)б) 


в) 		г) 


д) 		е) 


ж)з)


и) 	к) 


л) м)

Вопросы к практическому занятию
1. Дайте определение системе линейных уравнений.
2. Как зависит количество решений системы линейных уравнений в зависимости от определителей матрицы?
3. По каким признакам можно судить о совместности или несовмести системы линейных уравнений?
4. В каком случае система линейных уравнений имеет бесконечное множество решений?
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Определение: системой линейных уравнений с неизвестными над полем называется система вида
,где
Определение: решением системы линейных уравнений называется упорядоченная совокупность чисел поля , которая является решением каждого уравнения системы.
Определение: система линейных уравнений с  неизвестными называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение и несовместной, если решений нет.
Определение: две системы линейных уравнений с  неизвестными называется равносильными, если множества их решений совпадают.
Формулы Крамера
Дана система уравнений 
 – матрица системы уравнений.- определитель матрицы .
Замечание: если , то система уравнений имеет единственное решение, которое можно найти по формулам Крамера: , где - определитель, который получается из определителя  заменой i-го столбца столбцом свободных членов.
Пример: решить систему уравнений методом Крамера





Ответ: (.
Замечание: если , а из определителей хотя бы один не равен нулю, то система уравнений несовместна.
Задания к практическому занятию
1. Исследовать совместность следующих систем.


а)		б) 	


в) 	г) 


д) 	е) 
	
2. Решить системы уравнений по формулам Крамера:


а) 		б) 


в) 		г)


д) 	е) 

Вопросы к практическому занятию
1. Как записать простейшее матричное уравнение?
2. Как решить матричное уравнение?
3. Запишите формулы Крамера для системы двух и трех линейных уравнений. 
4. Дайте определение системе линейных уравнений.
[bookmark: _Toc137577020][bookmark: _Toc137577095]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 6
[bookmark: _Toc137577021][bookmark: _Toc137577096]Решение систем линейных уравнений (матричным методом)
[bookmark: _Toc137577022][bookmark: _Toc137577097]Теоретическая часть
Определение: системой линейных уравнений с неизвестными называется система вида
,

1. Метод обратной матрицы.

Решение системы уравнений получают из решения матричного уравнения  в виде 

.
Пример. Решить систему уравнений с помощью обратной матрицы


Запишем систему в матричном виде


Матрица коэффициентов, или основная матрица системы


 - невырождена, т.к. .
Поэтому существует обратная матрица. Найдем ее методом присоединенной матрицы.

Находим союзную матрицу :
	

	

	


	

	

	


	

	

	






Находим далее произведение


Матрица неизвестных равна



Ответ: .

2. Метод использования расширенной матрицы

1) Составляем расширенную матрицу системы .


2) С помощью элементарных преобразований приводим матрицу А к единичной. Тогда матрица В обратится в матрицу  и расширенная матрица примет вид .

3) Извлекая из расширенной матрицы произведение  находим

.
Пример. Решить систему уравнений с помощью расширенной матрицы.


Составим расширенную матрицу системы и с помощью элементарных преобразований приведем ее к треугольному виду:



.
Следовательно,

.

Ответ: .	
	Задания к практическому занятию
Решить системы матричным методом



		



		


Вопросы к практическому занятию
1. Дайте определение системе линейных уравнений.
2. В чем заключается матричный метод решения СЛАУ.
[bookmark: _Toc137577023][bookmark: _Toc137577098]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 7
[bookmark: _Toc137577024][bookmark: _Toc137577099][bookmark: Скалярноепроизведениевекторов]Приложения скалярного произведения векторов
Теоретическая часть


	Определение.Скалярным произведением векторов  иназывается число, равное произведению длин этих сторон на косинус угла между ними.




 = cos
	Свойства скалярного произведения:
1) 


 = 2;
2) 





 = 0, если  или= 0 или  = 0.
3) 



 = ;
4) 






(+) = + ;
5) 





(m) = (m) = m(); m=const


Если рассматривать векторы в декартовой прямоугольной системе координат, то


 = xaxb+  yayb + zazb;

Используя полученные равенства, получаем формулу для вычисления угла между векторами:.





Пример.  Найти (5 + 3)(2 - ), если 









10- 5+ 6- 3 = 10,

 т.к. .



	Пример. Найти угол между векторами и , если 

.


Т.е.  = (1, 2, 3),     = (6, 4, -2)


= 6 + 8 – 6 = 8:

.

cos = 


Задания к практическому занятию





	1.Найти скалярное произведение (3 - 2)(5 - 6), если 




	2. Найти угол между векторами и , если .


	3. При каком mвекторы  и перпендикулярны.



	4.Найти скалярное произведение векторов  и, если 
Вопросы к практическому занятию
1.Что называется скалярным произведением векторов?
2. Перечислите свойства скалярного произведения векторов.

[bookmark: Векторноепроизведениевекторов][bookmark: _Toc137577025][bookmark: _Toc137577100]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 8
[bookmark: _Toc137577026][bookmark: _Toc137577101]Приложения векторного произведения векторов
Теоретическая часть



	Определение.Векторным произведением векторов и  называется вектор , удовлетворяющий следующим условиям:



1) , где  - угол между векторами и , 





2) вектор ортогонален векторам и 



3) ,и  образуют правую тройку векторов.


Обозначается: или.






	




Свойства векторного произведения векторов:

1) ;





2) , если  или = 0 или = 0;






3) (m)= (m) = m();







4) (+ ) = + ;



5) Если заданы векторы (xa, ya, za)и (xb, yb, zb) в декартовой прямоугольной системе координат с единичными векторами , то



=


6) Геометрическим смыслом векторного произведения векторов является площадь параллелограмма, построенного на векторах и .

	Пример.Найти векторное произведение векторов  и

.


 = (2, 5, 1);    = (1, 2, -3)

.
Задания к практическому занятию
1. Вычислить площадь треугольника с вершинами А(2, 2, 2), В(4, 0, 3),
С(0, 1, 0).
2. 


Доказать, что векторы ,и  компланарны.
3. 

Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах , если 
Вопросы к практическому занятию
1. Перечислите свойства векторного произведения векторов.
2. Запишите формулу векторного произведения векторов.

[bookmark: _Toc137577027][bookmark: _Toc137577102]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 9
[bookmark: _Toc137577028][bookmark: _Toc137577103]Приложения смешанного произведения векторов.
Теоретическая часть






	Определение.Смешанным произведениемвекторов , и  называется число, равное скалярному произведению вектора  на вектор, равный векторному произведению векторов  и .




	Обозначается или (, ,). 




Смешанное произведение по модулю равно объему параллелепипеда, построенного на векторах , и .







				



							


Свойствасмешанного произведения:
	1)Смешанное произведение равно нулю, если:
		а)хоть один из векторов равен нулю;
		б)два из векторов коллинеарны;
		в)векторы компланарны.

	2)

	3)

	4)



	5) Объем треугольной пирамиды, образованной векторами , и , равен




	6)Если,, то


	Пример.Доказать, что точки А(5; 7; 2), B(3; 1; -1), C(9; 4; -4), D(1; 5; 0) лежат в одной плоскости.

Найдем координаты векторов: 
Найдем смешанное произведение полученных векторов:

,
Таким образом, полученные выше векторы компланарны, следовательно точкиA, B, C иD лежат в одной плоскости.

Задания к практическому занятию
	1.Найти объем пирамиды и длину высоты, опущенной на грань BCD, если вершины имеют координаты A(0; 0; 1), B(2; 3; 5), C(6; 2; 3), D(3; 7; 2).

Вопросы к практическому занятию
1. Дайте определение смешанного произведения векторов.
2. При каких условиях смешанное произведение векторов равно нулю?

[bookmark: _Toc137577029][bookmark: _Toc137577104]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 10
[bookmark: _Toc137577030][bookmark: _Toc137577105]	Уравнение прямой на плоскости
Теоретическая часть
	Определение.Уравнением линии называется соотношение y = f(x) между координатами точек, составляющих эту линию.
	Определение. Любая прямая на плоскости может быть задана уравнением первого порядка
[bookmark: Общееуравнениепрямой]Ах + Ву + С = 0,   причем постоянные А, В не равны нулю одновременно, т.е. А2 + В2 0. Это уравнение первого порядка называют общим уравнением прямой.
	В зависимости от значений постоянных А,В и С возможны следующие частные случаи:
C = 0, А  0, В  0 – прямая проходит через начало координат
А = 0, В  0, С  0 { By + C = 0}- прямая параллельна оси Ох
В = 0, А  0, С  0 { Ax + C = 0} – прямая параллельна оси Оу
В = С = 0, А  0 – прямая совпадает с осью Оу
А = С = 0, В  0 – прямая совпадает с осью Ох

Определение.В декартовой прямоугольной системе координат вектор с компонентами (А, В) перпендикулярен прямой, заданной уравнением Ах + Ву + С = 0.


Пример. Найти уравнение прямой, проходящей через точку А(1, 2) перпендикулярно вектору (3, -1).
Составим при А = 3 и В = -1 уравнение прямой: 3х – у + С = 0. Для нахождения коэффициента С подставим в полученное выражение координаты заданной точки А.
Получаем: 3 – 2 + C = 0, следовательно С = -1.
Итого: искомое уравнение: 3х – у – 1 = 0.

[bookmark: Уравнениепрямойпроходящейчерез2точки]Уравнение прямой, проходящей через две точки.
	Пусть в пространстве заданы две точки M1(x1, y1, z1) иM2(x2, y2, z2), тогда уравнение прямой, проходящей через эти точки:




	Если какой- либо из знаменателей равен нулю, следует приравнять нулю соответствующий числитель.
	На плоскости записанное выше уравнение прямой упрощается:


если х1  х2  и х = х1, еслих1 = х2.

Дробь = kназывается угловым коэффициентом прямой.

Пример. Найти уравнение прямой, проходящей через точки А(1, 2) и В(3, 4).
Применяя записанную выше формулу, получаем:



[bookmark: Урпрпоточиуглкоэф]Уравнение прямой по точке и угловому коэффициенту.

	Если общее уравнение прямой Ах + Ву + С = 0 привести к виду:

иобозначить,тополученноеуравнениеназываетсяуравнениемпрямойсугловымкоэффициентомk.

[bookmark: Урпрпоточинапрвект]Уравнение прямой по точке и направляющему вектору.

	Определение.Каждый ненулевой вектор (1, 2), компоненты которого удовлетворяют условию А1 + В2 = 0 называется направляющим вектором прямой
Ах + Ву + С = 0.


	Пример. Найти уравнение прямой с направляющим вектором (1, -1) и проходящей через точку А(1, 2).
	Уравнение искомой прямой будем искать в виде: Ax + By + C = 0. В соответствии с определением, коэффициенты должны удовлетворять условиям:1A + (-1)B = 0, т.е.  
 А = В.
	Тогда уравнение прямой имеет вид: Ax + Ay + C = 0, или x + y + C/A = 0. При х = 1, у = 2 получаем С/A = -3, т.е. искомое уравнение:х + у - 3 = 0

[bookmark: Урпрвотр]Уравнение прямой в отрезках.

	Если в общем уравнении прямой Ах + Ву + С = 0 С  0, то, разделив на –С, получим:или

, где


Геометрический смысл коэффициентов в том, что коэффициента является координатой точки пересечения прямой с осью Ох, а b – координатой точки пересечения прямой с осью Оу.
	Пример. Задано общее уравнение прямой х – у + 1 = 0. Найти уравнение этой прямой в отрезках.

С = 1, ,       а = -1,   b = 1.

[bookmark: Нормурпр]Нормальное уравнение прямой.

	Если обе части уравнения Ах + Ву + С = 0 разделить на число , которое называется нормирующем множителем, то получим
xcos + ysin - p = 0 
нормальное уравнение прямой.
Знак  нормирующего множителя надо выбирать так, чтобы С < 0.
р – длина перпендикуляра, опущенного из начала координат на прямую, а  - угол, образованный этим перпендикуляром с положительным направлением оси Ох.

Задания к практическому занятию
	1.Дано общее уравнение прямой 12х – 5у – 65 = 0. Требуется написать различные типы уравнений этой прямой.
	2.Прямая отсекает на координатных осях равные положительные отрезки. Составить уравнение прямой, если площадь треугольника, образованного этими отрезками равна 8 см2.
	3.Составить уравнение прямой, проходящей через точку А(-2, -3) и начало координат.
	Вопросы к практическому занятию
1. Что называется общим уравнением прямой?
2. Запишите формулу нормирующего множителя.
3. Запишите формулу уравнения прямой в отрезках.

[bookmark: Уголмежпрнаплос][bookmark: _Toc137577031][bookmark: _Toc137577106]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 11
[bookmark: _Toc137577032][bookmark: _Toc137577107]	Угол между прямыми, расстояние от точки до прямой на плоскости
Теоретическая часть

	Определение.Если заданы две прямыеy = k1x + b1,  y = k2x + b2, то острый угол между этими прямыми будет определяться как .
Две прямые параллельны, если k1 = k2.Две прямые перпендикулярны, если k1 = -1/k2.
	Теорема.Прямые Ах + Ву + С = 0 и А1х + В1у + С1 = 0 параллельны, когда пропорциональны коэффициенты А1 = А,  В1 = В. Если еще и С1 = С, то прямые совпадают.
	Координаты точки пересечения двух прямых находятся как решение системы  уравненийэтих прямых.


Теорема.Если задана точка М(х0, у0), то расстояние до прямой Ах + Ву + С =0 определяется как .

	Пример. Показать, что прямые 3х – 5у + 7 = 0 и 10х + 6у – 3 = 0 перпендикулярны.

	Находим: k1 = 3/5,   k2 = -5/3,  k1k2 = -1, следовательно, прямые перпендикулярны.

Задания к практическому занятию
1. Даны вершины треугольника А(0; 1), B(6; 5), C(12; -1). Найти уравнение высоты, проведенной из вершины С.
2. Определить угол между прямыми: y = -3x + 7;  y = 2x + 1.
Вопросы к практическому занятию
1. Запишите формулу расстояния от точки до прямой.
2. Назовите условие параллельности двух прямых.

[bookmark: _Toc137577033][bookmark: _Toc137577108]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 12
[bookmark: _Toc137577034][bookmark: _Toc137577109]Вычисление пределов с помощью замечательных пределов
Теоретическая часть
Предел рациональной функции
Определение: Целой рациональной функциейназывается функция вида

Теорема.Предел целой рациональной функции при , равен значению этой функции в точке , т.е..
Пример. Вычислить
Функция  целая рациональная, значит по теореме 1 предел функции равен значению функции в точке . Имеем 

Предел дробно-рациональной функции
Определение: дробно-рациональной функциейназывается функция вида
, где –целые рациональные функции.
Теорема: предел дробно-рациональной функции при, если при этом знаменатель не обращается в нуль, равен значению функции в точке , т.е. 
Пример.Вычислить .
Так как в точке знаменатель ,то по теореме 2 предел равен значению функции в точке . .

Задания к практическому занятию
1. 
2.
3.
4.  
5. 
6.
7.
8. 
9. 
10.
11.
Вопросы к практическому занятию
1. Дайте понятие предела функции в точке.
2. Запишите формулу 1 замечательного предела.
[bookmark: _Toc137577035][bookmark: _Toc137577110]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 13
[bookmark: _Toc137577036][bookmark: _Toc137577111]Вычисление пределов с помощью раскрытия неопределенности
Теоретическая часть
Определение: функция называется бесконечно малой при, 
если.
Определение: функция называется бесконечно большой при, если.
Теорема: отношение функции, имеющий конечный предел при , не равный нулю, к функции бесконечно малой при есть величина бесконечно большая.
Пример. Вычислить 
Предел знаменателя в точке  равен нулю, поэтому теорема 2 не применима. Найдем отдельно предел числителя и предел знаменателя при .
, .
Предел числителя конечен, предел знаменателя равен нулю, используя теорему 3, получим.
Раскрытие неопределенности вида 
Пример.Вычислить .
Пределы на бесконечность
Определение: предел целой рациональной функции приравен .
Теорема: отношение функции, имеющий конечный  предел при к функции бесконечно большой, есть величина бесконечно малая.
Пример. Вычислить 
Предел числителя равен 5, предел знаменателя равен, т.е. имеем отношение конечного предела к функции бесконечно большой, поэтому, применивтеорему  получим.
Замечание: неопределенность вида  означает отношение двух бесконечно больших функций. Для ее раскрытия делят на старшую степень.
Пример. Вычислить 
Предел дробно-рациональной функции при равен
1) 0, если степень числителя ниже степени знаменателя;
2) отношению коэффициентов при старших степенях , если степени числителя и знаменателя равны;
3), если степень числителя выше степени знаменателя.

Задания к практическому занятию
1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
Вопросы к практическому занятию
1. Дайте понятие предела функции в точке.
2. Что называется пределом функции на бесконечности?

[bookmark: _Toc137577037][bookmark: _Toc137577112]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 14
[bookmark: _Toc137577038][bookmark: _Toc137577113]Вычисление односторонних пределов, классификация точек разрыва
Теоретическая часть
Определение: если функция при имеет разрыв, то для выяснения характера разрыва следует найти предел функции прислева и справа.
В зависимости от характера поведения функции в окрестности точки разрыва различают два основных вида разрывов:
1) разрыв Iрода – в этом случае существуют конечные пределы и ;
2) разрыв IIрода – в этом случаехотя бы один из пределов и  не существует или бесконечен.

Пример. Для заданных функций найти точки разрыва и исследовать их характер:
1) ;   2) .
1) Данная функция определена при всех значениях , кроме . Так как эта функция является элементарной, то она непрерывна в каждой точке своей области определения. Таким образом, единственной точкой разрыва служит точка . Для исследования характера разрыва найдем левый и правый пределы функции при :

Следовательно, функция  в точке  имеет бесконечный разрыв, т.е.  – точка разрыва IIрода.
2) Здесь функция определена при всех значениях , кроме . Найдем левый и правый пределы функции при :

Так как при , стремящемся к нулю справа, функция имеет бесконечный предел, то точка разрыва IIрода.
Задания к практическому занятию
Найти точки разрыва и исследуйте их характер для следующих функций:
1);   2)    3) 
4)   5) ;   6) 
Вопросы к практическому занятию
1. Дайте понятие предела функции в точке.
2. Что называется точкой разрыва 2 рода?

[bookmark: _Toc137577039][bookmark: _Toc137577114]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 15,16
[bookmark: _Toc137577040][bookmark: _Toc137577115]Полное исследование функции. Построение графиков
Теоретическая часть
Схема исследования функции и построения графика:
1. 
Найти область определения функции .
2. Исследовать функцию на непрерывность. Сделать вывод о существовании асимптот.
3. Выявить особые свойства функции: четность (нечетность), периодичность.
4. Найти точки пересечения графика функции с осями координат.
5. Исследовать функцию на монотонность и экстремум.
6. Исследовать функцию на вогнутость, выпуклость и точки перегиба.
7. Построить график функции.


Пример. Исследоватьфункцию  и построить ее график:
1. 
. 
2. Функция непрерывна, вертикальных асимптот нет. 

Наклонных асимптот так же нет, так как .
3. 
Функция нечетная, т.к. . Следовательно, она симметрична относительно начала координат.
4. 
Точки пересечения графика с осью ОХ:;

Точки пересечения графика с осью ОY:.
5. Исследуем функцию на монотонность и точки экстремума:


, 


Функция возрастает на; функция убывает на .


 - точка максимума,  - точка минимума.
Составим таблицу:

	x
	

	-1
	

	1
	


	

	+
	0
	-
	0
	+

	

	возраст.
	2
	убывает
	-2
	возраст.

	
	макс.
	
	мин.
	



6. Исследуем функцию на вогнутость, выпуклость и точки перегиба: 




Функция вогнута на, выпукла на .

  - точка перегиба.
Составим таблицу:
	x
	

	0
	


	

	-
	0
	+

	

	вогнута
	0
	выпукла

	
	перегиб
	


7. Построим график функции:

[image: img069]. 
Задания к практическому занятию

Вариант №1 					Вариант №2
1.Найдите критические точки функции:


а)			а)


б) 				б)
2.Исследуйте функцию на выпуклость:


				
3.Исследуйте функцию и постройте ее график:


					
Вопросы к практическому занятию
1. Что называется областью определения функции?
2. Перечислите этапы исследования и построения графика функции.

[bookmark: _Toc137577041][bookmark: _Toc137577116]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №17
[bookmark: _Toc137577042][bookmark: _Toc137577117]Производные высших порядков
Теоретическая часть

Определение:Производная второго порядка – это производная от производной первого порядка: .


Определение:Производная п-го порядка – это производная от производной порядка: .

Пример:Найти производную четвертого порядка от функции :









Задания к практическому занятию
1. Найти производные второго порядка






2. Найти производную -го порядка







3. В момент времени найдите скорость и ускорение точки, движущейся прямолинейно по закону: .
[bookmark: _Toc137577043][bookmark: _Toc137577118]Вопросы к практическому занятию
1. Запишите правила дифференцирования.
2. Дайте понятие производной высших порядков.

[bookmark: _Toc137577044][bookmark: _Toc137577119]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №18
[bookmark: _Toc137577045][bookmark: _Toc137577120]Дифференциалы высших порядков
Теоретическая часть
Определение:дифференциалом функции(или дифференциалом первого порядка) называется произведение производной этой функции на произвольное приращение аргумента : 
Замечание: дифференциал аргумента равен приращению аргумента: . Поэтому дифференциал функции равен произведению ее производной на дифференциал аргумента:

Определение: дифференциалом второго порядка называется дифференциал от дифференциала первого порядка: , т.е. дифференциал второго порядка функцииравен произведению второй производной этой функции на квадрат дифференциала аргумента.
Пример. Найти дифференциалы второго порядка следующих функций
1) ,   2) .
) 
 ;          
2) ; ;   

Задания к практическому занятию
1. Найдите дифференциалы первого порядка следующих функций





2. Найдите дифференциалы второго порядка следующих функций





3. Вычислите дифференциал функции
 при и 
 при и 
Вопросы к практическому занятию
1. Что называется дифференциалом функции?
2. Дайте понятие приращения аргумента.

[bookmark: _Toc137577046][bookmark: _Toc137577121]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №19
[bookmark: _Toc137577047][bookmark: _Toc137577122]Правило Лопиталя
Теоретическая часть









Теорема:(Правило Лопиталя раскрытия неопределенностей вида ). Пусть функции  и непрерывны и дифференцируемы в окрестности точки и обращаются в нуль в этой точке: . Пусть  в окрестности точки . Если существует предел , то .

Пример.Найти .

.

Пример.Найти .

.








Теорема:(Правило Лопиталя раскрытия неопределенностей вида ). Пусть функции  и непрерывны и дифференцируемы в окрестности точки (кроме, бытьможет, самой точки), в этой окрестности , . Если существует предел , то 

.





Если  всвою очередь представляет собой неопределенность вида  или , то правило Лопиталя (при условии выполнения соответствующих ограничений на функции  и ) можно применять второй раз и т. д.

Пример.Найти.



.
Задания к практическому занятию
          Найти пределы, используя правило Лопиталя:
[image: ]
[image: ]

Вопросы к практическому занятию
1. Запишите таблицу производных.
2. Сформулируйте правило Лопиталя.

[bookmark: _Toc137577048][bookmark: _Toc137577123]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №20
Вычисление частных производных высших порядков
Теоретическая часть
Определение: переменная величина называется функцией двух переменных величин и , если каждой паре допустимых значений и  соответствует единственное значение .
Определение: частной производной функциипо переменной называется производная этой функции при постоянном значении переменной :
Определение: частной производной функциипо переменной называется производная этой функции при постоянном значении переменной :.
Определение: полным дифференциалом функциив некоторой точке называется выражение

где  вычисляются в точке, а .
Пример. Вычислить значение частной производной функции в точке .
Находим 



В полученные выражения подставим значения .



Замечание: частные производные являются функциями 2х переменных и могут в свою очередь иметь частные производные, которые называются частными производными 2го порядка от функции:.
Определение:Частные производные  и, отличающиеся порядком дифференцирования, называются смешанными частными производными второго порядка:.
Пример.  Найти частные производные второго порядка функции









Задания к практическому занятию
1. Найдите частные производные следующих функций
1) 
2) 
3) 
4) 

2. Вычислите значения частных производных функций в заданных точках:
1) в точке 
2) в точке 
3) в точке 
4) в точке 
3. Найти частные производные третьего порядка .
4. Найти частные производные второго порядка .
5. Найти производные от функции , если 
6.Найти производную от функции .

Вопросы к практическому занятию
1. Запишите таблицу производных
2. Что называется частными производными?

[bookmark: _Toc137577049][bookmark: _Toc137577124]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №21
[bookmark: _Toc137577050][bookmark: _Toc137577125]Интегрирование заменой переменной в неопределенном интеграле
Теоретическая часть
Формулы интегрирования:
1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 


Метод подстановки или метод замены переменной.
Этот метод является одним из наиболее эффективных и распространенных приемов интегрирования, позволяющих во многих случаях упростить вычисление интеграла.








	Пусть функция  непрерывна на отрезке . Положим , где функция дифференцируемая на отрезке  и , . Тогда имеет место следующая формула: .
Пример.Найти неопределенные интегралы методом подстановки:

а)

б)

в)

Задания к практическому занятию
Вычислите интегралы:






















Вопросы к практическому занятию
1. Перечислите свойства неопределенного интеграла.
2. В чем заключается метод замены переменной в неопределённом интеграле?

[bookmark: _Toc137577051][bookmark: _Toc137577126]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №22
[bookmark: _Toc137577052][bookmark: _Toc137577127]Интегрирование по частям в неопределенном интеграле
Теоретическая часть

Формулы интегрирования:
1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 


Метод интегрирования по частям.


	Пусть функции  и определены и непрерывно дифференцируемые функции, то справедлива формула интегрирования по частям:


Чаще всего формула применяется к интегралам вида:
1. 




, ,, где  - многочлен, .




	В этих интегралах ,, , .
2. 








, ,, где  - рациональная функция,. В этих интегралах ,, , .

Пример. Найти неопределенные интегралы методом интегрирования по частям:

а)

б)
Задания к практическому занятию
Вычислите интегралы:






Вопросы к практическому занятию
1. Запишите формулы основных интегралов.
2. В чем заключается метод интегрирования по частям?

[bookmark: _Toc137577053][bookmark: _Toc137577128]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 23,24
[bookmark: _Toc137577054][bookmark: _Toc137577129]Вычисление определенных интегралов
Теоретическая часть




Определение:Определенный интеграл – это общий предел всех интегральных сумм функции  на отрезке :, где  - подынтегральная функция, 

 - переменная интегрирования. 


Интегральная сумма , где  - произвольная точка существующего отрезка.




Теорема:Если - первообразная функция для непрерывной функции , т.е. . То имеет место формула: 

Определение:Определенный интеграл – это разность значений любой первообразной функции для  при верхнем и нижнем пределах интегрирования.
Пример:

а)

б)
Основные свойства определенного интеграла:
1. При перестановке пределов изменяется знак интеграла: 

.
2. Интеграл с одинаковыми пределами равен нулю:

.
3.Отрезок интегрирования можно разбить на части: 

(свойство аддитивности).
4. Определенный интеграл от алгебраической суммы функций равен алгебраической сумме их определенных интегралов:

.
5. Постоянный множитель можно выносить за знак определенного интеграла:

	.


6. Если функция  всегда на отрезке , то 

	.


7. Если  всюду на отрезке , то

	.
Пример:  

а).

Основные способы вычисления определенного интеграла:
1. Формула Ньютона-Лейбница.
2. Метод подстановки или замена переменной.
3. Интегрирование по частям.

Пример. 


а) . На отрезке  подынтегральная функция непрерывна, следовательно, интегрируема.

.






б) . Вводим новую переменную интегрирования, полагая . Отсюда находим новые пределы интегрирования: прии  при. Подставляя, получим: 

.
в) Интегрируем по частям.




Задания к практическому занятию
Вариант №1                               Вариант №2

Вычислите:




1. 		2. 1. 			2. 





3. 	4. 3. 	4.




5. 		6. 5. 		6. 





7. 		8. 7. 	8. 




9. 10. 9.      10.
Вопросы к практическому занятию
1. Дайте понятие определённого интеграла.
2. Назовите способы интегрирования определённого интеграла.

[bookmark: _Toc137577055][bookmark: _Toc137577130]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 25, 26
Применение определенных интегралов
Теоретическая часть

Вычисление площадей
1)  Если фигура ограничена линиями:y = f(x),OX,  x = a,  x = b (т.е. площадь криволинейной трапеции)



2)  Если фигура ограничена графиками двух функций: 


[image: о]3)  Если фигура ограничена графиками нескольких непрерывных функций – свести задачу к задаче 2).

Например: на рисунке фигура ограничена графиками функций 
Точкой С разбиваем отрезок [a, b] на два.  Тогда:


  или  
Пример. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями:

1)  сделаем схематичный рисунок. График функции выше оси абсцисс, значит – это криволинейная трапеция.

[image: о]

2)    
[image: о]  График функции ниже оси абсцисс, значит площадь:




[image: о]3)  .  На заданном отрезке фигуру разбиваем на две части:                                                                                




4)     (a ?, b?)

[image: о]1)  Ищем пределы интегрирования: это точки, в которых графики пересекаются.  Составляем уравнение: ;

2) Фигура ограничена графиками четных функций, значит, она симметрична относительно оси Y. Тогда удобнее найти половину площади и умножить на 2. 
Вычисление объемов тел вращения
  Тело вращения – это тело, полученное вращением плоской фигуры вокруг одной из сторон.  В нашем случае вращаемая фигура – это криволинейная трапеция. Вращать ее можно вокруг оси X и вокруг оси Y (тела при этом получаются разные).
Пусть  функцияf(x)  непрерывна на отрезке  [a, b].  Тогда объем тела, полученного вращением рассматриваемой криволинейной трапеции:
1. Вокруг оси  X:
[image: о]  Заштрихованная в диагональ фигура – это исходная криволинейная трапеция.
  Заштрихованный эллипс – это круг радиуса R, который получается при вращении выделенного отрезка вокруг оси X.  Площадь этого круга:



      Тогда объем :

2.  Вокруг оси Y:
Т.е. здесь нужно выразить x через y и вычислить пределы интегрирования.


Пример.1. Вычислить объем тела, полученного при вращении фигуры, ограниченной линиями: вокругOX.
[image: о]Это тело называется параболоид вращения


 – это верхняя часть параболы  



2.  Вычислить объем тела, полученного при вращении фигуры, заключенной между графиками функций   [image: о]вокруг  OY.
1) Сначала строим тело, о котором идет речь.  Оно получено вращением заштрихованной фигуры вокруг оси Y.
2)  Определяем пределы интегрирования: c = o,   d = ?
Значение d  соответствует точке, в которой пересекаются графики. 

  т.е.  d = 3
3)  Подынтегральная функция: 



4)Поформуле: 
Задания к практическому занятию
1. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 







7); 8);  9);       10)  ;      11)  
2. Вычислить объемы тел, полученныхвращением фигур, ограниченных линиями:

вокруг Ox;

вокруг Oy;

вокруг Ox;

вокруг Oy;

вокруг Ox
Вопросы к практическому занятию
1.Дайте понятие определённого интеграла.
2. Сформулируйте геометрический смысл определённого интеграла.
3. Запишите формулу для нахождения площади поверхности тела вращения с помощью определённого интеграла.
4. Запишите формулу для нахождения объёма поверхности тела вращения с помощью определённого интеграла.

[bookmark: _Toc137577056][bookmark: _Toc137577131]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 27, 28
Вычисление двойных интегралов
Теоретическая часть

	Определение:Если при стремлении к нулю шага разбиения области  интегральные суммы  имеют конечный предел, то этот предел называется двойным интегралом от функции f(x, y) по области .


	С учетом того, что Si = xiyi получаем:



	В приведенной выше записи имеются два знака , т.к. суммирование производится по двум переменным х и у.
	Т.к. деление области интегрирования произвольно, также произволен и выбор точек Рi, то, считая все площади Siодинаковыми, получаем формулу:


[bookmark: Услсуществдвойнинтеграл]

	Теорема. Если функция f(x, y) непрерывна в замкнутой области , то двойной интеграл    существует.

	Теорема. Если функция f(x, y) ограничена в замкнутой области  и непрерывна в ней всюду, кроме конечного числа кусочно – гладких линий, то двойной интеграл   существует.
[bookmark: Свойствадвойногоинт]Свойства двойного интеграла.

1) 

2) 

3)  Если  =1 + 2, то 


4) Теорема о среднем. Двойной интеграл от функции f(x, y) равен произведению значения этой функции в некоторой точке области интегрирования на площадь области интегрирования   

5)  Если f(x, y)  0 в области , то  .

6) Если f1(x, y) f2(x, y), то   .

7)  .
[bookmark: Вычислениедвинтеграла]
	Теорема. Если функция f(x, y) непрерывна в замкнутой области , ограниченной линиями х = a, x = b, (a<b), y = (x), y = (x), где  и  - непрерывные функции и 

, тогда 

	Пример. Вычислить интеграл , если область  ограничена линиями: 
y = 0, y = x2, x = 2.
					y
                                                             4



					   0            2                     x



=
	Теорема.  Если функция f(x, y) непрерывна в замкнутой области , ограниченной линиями y = c, y = d (c<d), x = (y), x = (y) ((y) (y)), то



	Пример. Вычислить интеграл , если область  ограничена линиями y = x, x = 0, y = 1, y = 2.




Задания к практическому занятию

	1. Вычислить интеграл , если область интегрирования  ограничена линиями х = 0, х = у2, у = 2.


	2. Вычислить двойной интеграл , если область интегрирования ограничена линиями ху=1, у = , х = 2.
Вопросы к практическому занятию
1. Сформулируйте понятие двойного интеграла.
2. Запишите свойства двойных интегралов.

[bookmark: _Toc137577057][bookmark: _Toc137577132]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 29, 30
Приложения двойных интегралов
Теоретическая часть

 Вычисление площадей в декартовых координатах.

					y
							y = (x)


y = f(x)
							S	
					abx

	Площадь S, показанная на рисунке может быть вычислена с помощью двойного интеграла по формуле:
Пример.   Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями y2 = 4x + 4;
x + y – 2 = 0.
	Построим графики заданных функций:

[image: ]


	Линии пересекаются в двух точках – (0, 2) и (8, -6). Таким образом, область интегрирования ограничена по оси Ох графиками кривых от дох = 2 – у, а по оси Оу – от –6 до 2. Тогда искомая площадь равна:

S =


Задания к практическому занятию
Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями, с помощьюдвойного интеграла:
1. y2 =10x + 25, y2 = -6x + 9
2. xy = 4, x + y = 5 
3. y = ex , y = e2x , x = 1
4. 3x2= 25y,5y2 = 9x 
Вопросы к практическому занятию
1. Назовите способы вычисления определённых интегралов.
2. Запишите формулу вычисления площади с помощью двойного интеграла.

[bookmark: _Toc137577058][bookmark: _Toc137577133]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №31
[bookmark: _Toc137577059][bookmark: _Toc137577134]Дифференциальные уравнения. Общие и частные решения
Теоретическая часть
Определение: дифференциальным уравнением называется уравнение, связывающее между собой независимую переменную , искомую функцию и ее производные или дифференциалы:.
Определение: дифференциальным уравнением называется обыкновенным, если искомая функция зависит от одного независимого переменного.
Определение: порядком дифференциального уравнения называется порядок старшей производной (или дифференциала), входящей в данное уравнение.



Например: - дифференциальное уравнение 1-го порядка, - дифференциальное уравнение 2-го порядка.
Определение: решением (или интегралом) дифференциального уравнения называется такая функция, которая обращает это уравнение в тождество.
Процесс нахождения решения дифференциального уравнения называется интегрированием уравнения. 

Определение. График функции  являющейся решением дифференциального уравнения, называют интегральной кривой. 


Основная задача интегрального исчисления заключается в нахождении решения , т.е. .

Пример. Найти решение .


Определение: общим решением (или общим интегралом) дифференциального уравнения называется такое решение, в которое входит столько независимых произвольных постоянных, каков порядок уравнения.
Определение: частным решением дифференциального уравнения называется решение, полученное из общего при различных числовых значениях произвольных постоянных. 
Определение: дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение, в которое входят производные (или дифференциалы) не выше первого порядка.
Задания к практическому занятию
[image: ]
[image: ]
Вопросы к практическому занятию
1. Что называется решением дифференциального уравнения?
2. Сформулируйте понятие интегральной кривой.

[bookmark: _Toc137577060][bookmark: _Toc137577135]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №32, 33
[bookmark: _Toc137577061][bookmark: _Toc137577136]Уравнения с разделяющимися переменными
Теоретическая часть
Определение:дифференциальным уравнением с разделяющимися переменными называется уравнение вида 

Для решения этого уравнения нужно сначала разделить переменные: 

Далее проинтегрировать обе части полученного равенства:


Пример. Найти общее решение уравнения .
Разделив переменные, имеем

Интегрируем обе части полученного уравнения:

Так как произвольная постоянная  может принимать любые числовые значения, то для удобства дальнейших преобразований вместо  мы написали . Потенцируя последнее равенство, получим . Это и есть общее решение данного уравнения.
Пример. Найти частное решение уравнения , удовлетворяющее начальным условиям при .
Разделив переменные, имеем .
Проинтегрируем обе части полученного уравнения:

или   
Это общее решение данного уравнения. Для нахождения значения произвольной постоянной  подставим значения и в выражение для общего решения: 

Следовательно, искомое частное решение, удовлетворяющее указанным начальным условиям, имеем вид .
Задания к практическому занятию
1. Найти общие решения уравнений
1)
2) 
3) 
4)
5) 
6) 
2. Найдите частные решения уравнений, удовлетворяющие указанным начальным условиям
1) 
2) 
3) 
4) 
Вопросы к практическому занятию
1. Сформулируйте определение дифференциального уравнения.
2. Каков алгоритм решения уравнений с разделяющимися переменными?

[bookmark: _Toc137577062][bookmark: _Toc137577137]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №34
[bookmark: _Toc137577063][bookmark: _Toc137577138]Исследование сходимости знакочередующихся рядов. Исследование рядов на абсолютную и условную сходимость
Теоретическая часть
Определение: если -бесконечная числовая последовательность, то выражение  называется числовым рядом.
Определение: числовой ряд  называется сходящимся, если существует конечный предел последовательности частичных сумм . Если предел последовательности частичных сумм числового ряда не существует или бесконечен, то ряд  называется расходящимся.
Необходимый признак сходимости: если  сходится, то .
Если  не существует или не равно нулю, то ряд расходится.
Достаточный признак сходимости (Признак Даламбера): Пусть  – положительный ряд и существует конечный или бесконечный предел 
1) если  – ряд сходится
2) если  – ряд расходится
3) если  – вопрос о сходимости или расходимости не решается.
Пример. Исследовать числовой ряд на сходимость по признаку Даламбера.
Воспользуемся признаком Даламбера: 

Таким образом, ряд сходится.
Определение: числовой ряд называется знакопеременным, если среди его членов имеются как положительные, так и отрицательные числа.
Определение: числовой ряд  называется знакочередующимся, если любые два стоящие рядом члена имеют противоположные знаки.
Признак сходимости Лейбница для знакочередующихся рядов.
Если члены знакочередующегося ряда монотонно убывают по абсолютной величине и общий член  стремится к нулю при, то ряд сходится.
Определение: знакопеременный ряд называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд
 составленный из абсолютных величин его членов, т.е. всякий абсолютно сходящийся ряд является сходящимся.
Замечание: если знакопеременный ряд сходится, а составленный из абсолютных величин его членов ряд расходится, то данный ряд называется условно (неабсолютно) сходящимся. Из расходимости ряда в общем случае не следует расходимость ряда.
Замечание: для установления абсолютной сходимости знакопеременного (и знакочередующегося) ряда используются те же признаки, что и для сходимости ряда с положительными членами.
Замечание: Для решения вопроса об абсолютной или условной сходимости знакочередующегося ряда необходимо рассмотреть ряд, составленный из абсолютных величин членов знакочередующегося ряда.
Замечание: если при исследовании этого ряда с помощью одного из признаков сходимости (признака Даламбера, признака сравнения рядов) ряд окажется сходящимся, то данный знакочередующийся ряд сходится абсолютно; если же ряд окажется расходящимся, то знакочередующийся ряд сходится условно.
Пример. Исследовать на сходимость (абсолютную или условную) знакочередующийся ряд:
1) 
2) 
1) члены данного ряда по абсолютной величине монотонно убывают:  и. Следовательно, согласно признаку Лейбница, ряд сходится. Выясним, сходится ли этот ряд абсолютно или условно.
Ряд , составленный из абсолютных величин членов данного ряда, является гармоническим рядом, который, как известно, расходится. Поэтому данный ряд сходится условно.
2) Используя признак Лейбница, получим  и, т.е. ряд сходится.
Рассмотрим ряд, составленный из абсолютных величин членов данного ряда:

Это геометрический ряд вида , который сходится. Поэтому данный ряд сходится абсолютно.

Задания к практическому занятию
1. Используя признак Лейбница, исследуйте сходимость знакочередующегося ряда:
1) ;  2) 
2) ;  2) 
2.Исследуйте на абсолютную и условную сходимость ряд:
1) ;    2) 
2) ;    2) 
3. Исследовать на сходимость числовые ряды по признаку Даламбера
1) ;  2) 
2) ;  2) 

Вопросы к практическому занятию
1. Какой ряд называется знакочередующимся?
2. Сформулируйте признак сходимости Лейбница для знакочередующихся рядов.
[bookmark: _Toc137577064][bookmark: _Toc137577139]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №35
[bookmark: _Toc137577065][bookmark: _Toc137577140]Ряд Тейлора. Разложение элементарных функций в ряд.
Теоретическая часть
Определение: рядом Тейлора для функцииназывается степенной ряд вида

Для разложения функциив ряд Тейлора необходимо:
1) вычислить значения функции и ее последовательных производных в точке,т.е. ;
2) составить ряд Тейлора, подставив значения функции и ее последовательных производных в формулу;
3) найти промежуток сходимости полученного ряда по формуле 
Задания к практическому занятию
1. Найдите промежуток сходимости степенного ряда.
2. Разложите в ряд Тейлора по степеням функцию 
3. Найдите промежуток сходимости степенного ряда  .
4. Разложите в ряд Тейлора по степеням функцию 
Вопросы к практическому занятию
1. Сформулируйте правило разложения функции в ряд Тейлора.
2. Запишите таблицу производных.

[bookmark: _Toc137577066][bookmark: _Toc137577141]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №36
[bookmark: _Toc137577067][bookmark: _Toc137577142]Ряд Маклорена. Разложение элементарных функций в ряд.
Теоретическая часть
Определение:Если , то получим частный случай ряда Тейлора, называемый рядом Маклорена

Для разложения функциив ряд Маклорена необходимо:
1) вычислить значения функции и ее последовательных производных в точке ,т.е. ;
2) составить ряд Маклорена, подставив значения функции и ее последовательных производных в формулу;
3) найти промежуток сходимости полученного ряда по формуле 

Пример. Разложить в ряд Маклорена функцию.
Вычислим значения функции и ее производных при ; имеем , 
Подставив эти значения в формулу, получим разложение функции  в ряд Маклорена:

Промежуток сходимости найдем по формуле:



Полученный ряд сходится к функции  при любых значениях , так как в любом промежутке функция  и ее производные по абсолютной величине ограничены одним и тем же числом.

Задания к практическому занятию
1. Разложите в ряд Маклоренафункцию .
2. Разложите в ряд Маклоренафункцию .
Вопросы к практическому занятию
1. Сформулируйте признаки сходимости рядов.
2. Запишитеалгоритм разложения функции в ряд Тейлора.

[bookmark: _Toc137577068][bookmark: _Toc137577143]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №37
[bookmark: _Toc137577069][bookmark: _Toc137577144]Ряды Фурье
Теоретическая часть
Определение: Ряд где



называется рядом Фурье функции.
Замечание: функцияс областью определения может быть разложена в ряд Фурье, сходящихся к данной функции  при определенных условиях, называемых условиями Дирихле:
1) функция должна быть непрерывной в промежутке  или может иметь в указанном промежутке конечное число разрывов Iрода.
2)функция должна иметь конечное число экстремумов или не иметь их совсем.
Пример. Разложить в ряд Фурье функцию 
Эта функция кусочно-монотонна и ограничена на отрезке . Вычислим ее коэффициенты Фурье:



Следовательно, для рассматриваемой функции ряд Фурье имеет вид:

Это равенство справедливо во всех точках, кроме точек разрыва.

Задания к практическому занятию
1. Разложить в ряд Фурье функцию 
2. Разложить в ряд Фурье функцию 
Вопросы к практическому занятию
1. Какие функции называются монотонными?
2. Дайте определение ряда Фурье.

[bookmark: _Toc137577070][bookmark: _Toc137577145]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №38
[bookmark: _Toc137577071][bookmark: _Toc137577146]Действия над комплексными числами в алгебраической форме
Теоретическая часть
Определение: комплексным числом называется число видадействительные числа,  – мнимая единица .
Определение:Число  называется действительной частью комплексного числа:.
Определение:Число  называется мнимой частью комплексного числа, - коэффициент мнимой части:.
Определение:называется сопряженным с.
Действия над комплексными числами в алгебраической форме и
.
1. Сложение 
2. Вычитание 
3. Умножение 
4. Деление (при делении комплексных чисел, числитель и знаменатель умножают на число, сопряженное знаменателю)

4. Возведение в степень 

Определение:геометрическая интерпретация комплексного числа состоит в том, что комплексному числу ставится в соответствие точка с координатами на координатной плоскости таким образом, что действительная часть представляет собой абсциссу, а коэффициент при мнимой части – ординату точки.
[image: http://matica.org.ua/images/stories/FKP/image004.png]
Определение: модулем комплексного числа называется абсолютная величина вектора соответствующего этому числу:.
Определение: аргументом комплексного числа называется величина угла  между положительным направлением действительной оси и вектором, соответствующим данному числу:.

Алгоритм нахождения аргумента комплексного числа :
1. Найти острый угол .
2. Найти аргумент комплексного числа в зависимости от того, в какой координатной четверти лежит вектор, соответствующий этому числу:
· I четверть 
· II четверть 
· III четверть 
· IV четверть 
Пример. Найти ,, , , , если и .






Задания к практическому занятию
Вариант1.
Задача 1. Найти ,, , , , если и .
Задача 2. Найдите модуль и аргумент комплексного числа 
Задача 3.Представьте данное комплексное число  (см. задачу №2) в тригонометрической форме и вычислите .
Вариант 2.
Задача 1. Найти ,, , , , если и .
Задача 2. Найдите модуль и аргумент комплексного числа 
Задача 3.Представьте данное комплексное число  (см. задачу №2) в тригонометрической форме и вычислите .

Вариант3.
Задача 1. Найти ,, , , , если и .
Задача 2. Найдите модуль и аргумент комплексного числа 
Задача 3.Представьте данное комплексное число  (см. задачу №2) в тригонометрической форме и вычислите .

Вариант4.
Задача 1. Найти ,, , , , если и .
Задача 2. Найдите модуль и аргумент комплексного числа 
Задача 3.Представьте данное комплексное число  (см. задачу №2) в тригонометрической форме и вычислите .

Вариант5.
Задача 1. Найти ,, , , , если и .
Задача 2. Найдите модуль и аргумент комплексного числа 
Задача 3.Представьте данное комплексное число  (см. задачу №2) в тригонометрической форме и вычислите .
Вопросы к практическому занятию
1. Дайте определение комплексного числа в алгебраической форме.
2. Запишите формулы действий над комплексными числами в алгебраической форме.

[bookmark: _Toc137577072][bookmark: _Toc137577147]ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №39
[bookmark: _Toc137577073][bookmark: _Toc137577148]Действия над комплексными числами в тригонометрической форме
Теоретическая часть
Если обозначить через расстояние точки от начала координат, через  угол наклона к положительной оси вектора, идущего из начала координат в точку , то


 – тригонометрическая запись комплексного числа


Действия над комплексными числами в тригонометрической форме
и 
1. Умножение 
2. Деление 
3. Возведение в степень 
4. Извлечение из под корня


Решение квадратных уравнений с комплексными числами
Замечание: одно из причин введения комплексного числа состоит в том, чтобы добиться разрешимости любого квадратного уравнения:
	Значение 
	Корни уравнения

	
	Уравнение имеет два различных действительных корня


	
	Уравнение имеет один действительный корень


	
	Уравнение имеет два различных (сопряженных) мнимых корня




Пример.  Записать число в тригонометрической форме
1. Находим 
2. Находим , 
3. IIIчетверть 
4. 
Пример. Найти, ,  если и 


Пример. Вычислить ,  если 
=


Пример. Решить уравнения и во множестве комплексных чисел





Задания к практическому занятию
Вариант1.
Задача 1. Выполните действия 
Задача 2. Решите уравнение 
Вариант 2.
Задача 1. Выполните действия 
Задача 2. Решите уравнение 
Вариант3.
Задача 1. Выполните действия 
Задача 2. Решите уравнение 
Вариант4.
Задача 1. Выполните действия 
Задача 2. Решите уравнение 
Вариант5.
Задача 1. Выполните действия 
Задача 2. Решите уравнение 

Вопросы к практическому занятию
1. Запишите формулу комплексного числа в тригонометрической форме.
2. Перечислите действия над комплексными числами в тригонометрической форме.
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134 MareMaTuka

2. @yuxIMs HeYeTHAS, TaK Kak f(—x) = 7x3 A=
—3x) =—f{x). CtenoBaTeNbHO, OHA CUMMETPHYHA OTHOCUTENb-
HO HaYajia KOOPAUHAT.

@yHKIHS HEIEPHOIUUECKas.

3. @ynKys HEMPEPBEIBHA U TOUYEK PA3pPhIBa HET.

Touku nepecederns rpahuKa ¢ ochio 0x:

Tlycts y=0 ¥ -3x=0=x =—3; X =0; x3 =3.

B oT#X Tpex TOUKAX rpaduk nepecexaer och Ox:

(—3,0; 0.0 (3.0

4. HaiimeM TOYKM BO3MOXKHOTO 3KCTpeMyMa.:

¥y =3(x*-D)=0=x, =-1, x5 =1.

5. Haitnem y”=6x 6x=0=> x=0.

6. B Touke x, =—1 — OyzneT MakcumyM QYHKIWH, TaK KaK

y'=6(-1)<0.

B Touke x5 =1 — MunuMyM QyHKIMM, Tak Kak ' =6-1>0.
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7. Ymax =S (D=2 Ymin = J(1)=-2 —suavenus QyHKIMH
B TOYKAX KCTpEMyMa.

8. BepTHKaNbHBIX aCHUMIITOT HET, TAK KaK (byHKum Herpe-
pBIBHA.

HaxnoHHEIX aCHMITOT TAKXKE HET, TAK KaK

3
W e
X—yo0 5

9. Ioctpouny rpadux ynxuuu (puc. 2.1 6):

I'masa 2. MaremMaTuyeckuit avanua 135

yA
2

Puc. 2.16. I'pacpux dhynxuyun y = x> —3x

¢ Ilpumep 2.87
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2

U TIOCTPOMTB €€ I'paduk.

Pemeuue
1. O0®: x # 0 unu x € (-0, 0)1(0, =)
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; 2
fex=E e px).
i
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KOOPIHHAT.

DYHKLYS HETIEPUOINIECKAs.

3. Touxu nepeceyeHus ¢ ocblo Ox: pemas ypasaenue y = 0,
nony4yaeM x = 1. Touek nepeceyeHus ¢ 0cbio (Jy HET, TaK Kak
x # 0 (00D).

4. Touku BO3MOKHOTO IKCTPEMyMA: IIPOM3BOTHAS HUL/IE HE
PaBHa HYJIO

/ x2+1
y=

#0,

CHeILOBaTCJIBHO TOYCK BO3MOXKHOTO 3KCTpeMYMa HET.
B ob6nactu onpeneneHus GyHKmyu y’ > O
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