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Введение
Данные методические указания по выполнению практических работ по дисциплине «Математическое моделирование» содержат краткую теоретическую часть, в которой изложены основные прикладные математические методы и модели, в том числе методы математического программирования (поиск экстремума, линейное, нелинейное, динамическое программирование), алгоритмы на графах, системы массового обслуживания, имитационное моделирование, прогнозирование. Разобраны примеры решения задач, варианты индивидуальных заданий, предназначенные для повторения теории, для индивидуальной работы обучающихся и контрольные вопросы.
Проблема выполнения различных вычислений была актуальна во все времена. По мере развития общественно-экономических отношений усложнялись поставленные задачи, которые для своего решения требовали разработки новых методов вычислений. На смену простейшим арифметическим и геометрическим вычислениям пришли алгебраические и тригонометрические вычисления.
Организация современного производства требует не только наличия современных станков и оборудования, но и разработки новых технологических процессов и современных методов управления производством. Для решения каждой из поставленных задач разрабатываются математические модели, анализируя которые удается найти наилучшее решение поставленной задачи. Создание математической модели — сложная и кропотливая работа, которая в современных условиях под силу коллективам разработчиков. Для создания математической модели одного и того же объекта различные коллективы могут использовать различный математический аппарат. В коллектив разработчиков математических моделей привлекаются высококвалифицированные специалисты, которые, с одной стороны, хорошо знают физические процессы, протекающие при работе объекта, и, с другой стороны, глубоко и всесторонне владеют соответствующим математическим аппаратом. После создания математической модели специалистами-аналитиками за дело принимаются специалисты-программисты, которые реализуют созданную модель в виде программных кодов. Далее с математической моделью работают специалисты-практики. Целенаправленно воздействуя на модель, они изучают ее поведение и подбирают оптимальный режим работы для реального объекта.
ОК 01. Выбирать способы решения задач профессиональной деятельности, применительно к различным контекстам.
ОК 02. Осуществлять поиск, анализ и интерпретацию информации, необходимой для выполнения задач профессиональной деятельности.
ОК 03. Планировать и реализовывать собственное профессиональное и личностное развитие.
ОК 04. Работать в коллективе и команде, эффективно взаимодействовать с коллегами, руководством, клиентами.
ОК 05. Осуществлять устную и письменную коммуникацию на государственном языке с учетом особенностей социального и культурного контекста.
ОК 06. Проявлять гражданско-патриотическую позицию, демонстрировать осознанное поведение на основе традиционных общечеловеческих ценностей.
ОК 07. Содействовать сохранению окружающей среды, ресурсосбережению, эффективно действовать в чрезвычайных ситуациях.
ОК 08. Использовать средства физической культуры для сохранения и укрепления здоровья в процессе профессиональной деятельности и поддержания необходимого уровня физической подготовленности.
ОК 09. Использовать информационные технологии в профессиональной деятельности.
ОК 10. Пользоваться профессиональной документацией на государственном и иностранном языке.
ОК 11. Планировать предпринимательскую деятельность в профессиональной сфере.
ПК 2.1. Разрабатывать требования к программным модулям на основе анализа проектной и технической документации на предмет взаимодействия компонент.
ПК 2.4. Осуществлять разработку тестовых наборов и тестовых сценариев для программного обеспечения.
ПК 2.5. Производить инспектирование компонент программного обеспечения на предмет соответствия стандартам кодирования.
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«Построение простейших математических моделей. Построение простейших статистических моделей»
Цель работы: закрепить практические навыки  по построению простейших математических и простейших статистических моделей. 
Краткая теория
Построение математической модели процесса, явления или объекта начинается с построения упрощенного варианта модели, в котором учитываются только основные черты. В результате прослеживаются основные связи между входными параметрами, ограничениями и показателем эффективности. Общего подхода к построению модели нет. В каждом конкретном случае при построении математической модели учитывается большое количество факторов: цель построения модели, круг решаемых задач, точность описания модели и точность выполнения вычислений. Математическая модель должна отражать все существенные факторы, определяющие ее поведение, и при этом быть простой и удобной для восприятия результатов. Каждая математическая модель процесса, явления или объекта в своей основе имеет математический количественный метод.
Применение математических количественных методов для обоснования выбора того или иного управляющего решения во всех областях человеческой деятельности называется исследованием операций. Целью исследования операций является нахождение с использованием специального математического аппарата решения, удовлетворяющего заданным условиям. На самом деле при решении практически любой задачи имеется неограниченное количество решений. Множество решений, удовлетворяющих заданным условиям (ограничениям), называется допустимым множеством решением. Выбор из множества допустимых решений одного решения, наилучшего в каком-либо смысле, называемого оптимальным решением, и есть задача исследования операций. 
Модель — это материальный или идеальный объект, заменяющий оригинал, наделенный основными характеристиками (чертами) оригинала и предназначенный для проведения некоторых действий над ним с целью получения новых сведений об оригинале.

[image: ]
Рис. 1. Классификация моделей
[image: ]
Рис. 2. Классификация математических моделей
При построении математической модели необходимо обеспечить достаточную точность вычислений (точность решения) и необходимую подробность модели. Любая математическая модель включает в себя описание основных, т. е. необходимых для исследования свойств и законов функционирования исследуемого объекта, процесса или явления. В своей основе каждая математическая модель имеет целевую функцию, которая описывает функционирование реального объекта, процесса или явления. В зависимости от исследуемого (моделируемого) объекта, явления или процесса целевая функция может быть представлена одной функциональной зависимостью, системой уравнений (линейных, нелинейных, дифференциальных и т. д.), набором статистических данных и т. д. При работе с целевой функцией исследователь воздействует на нее через набор входных параметров (рис. 3).
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Рис. 3. Обобщенная схема математической модели
По способу реализации математические модели можно разделить следующим образом.
1.	Линейное программирование.
Математическая модель целиком (целевая функция и ограничения) описывается уравнениями первого порядка. Линейное программирование включает в себя несколько методов решения (задач):
· симплексный;
· графический;
· транспортная задача;
· целочисленное программирование.
2.	Нелинейное программирование.
Целевая функция и ограничения, составляющие математическую модель, содержат хотя бы одно нелинейное уравнение (уравнение второго порядка и выше). Нелинейное программирование содержит несколько методов решения (задач):
· графический;
· регулярного симплекса;
· деформируемого многогранника (Нелдера - Мида);
· градиентный.
3.	Динамическое программирование.
Ориентировано на решение задач прокладки магистралей кратчайшим путем и перераспределения различных видов ресурсов.
4.	Сетевое планирование.
Решает проблему построения графика выполнения работ, распределения производственных, финансовых и людских ресурсов.
5.	Принятие решений и элементы планирования.
В этом случае и качестве целевой функции выступает набор статистических данных или некоторые данные прогноза. Решением задачи являются рекомендации о способах поведения (стратегии). Решение носит рекомендательный характер (приблизительное решение). Выбор стратегии целиком остается за человеком — ответственным лицом, принимающим решение. Для принятия решения разработаны следующие теории:
· теория игр;
· системы массового обслуживания.
Порядок выполнения заданий
Задание 1. Составить математическую модель следующей задачи. На складе имеется 300 кг сырья. Надо изготовить два вида продукции. На изготовление первого изделия требуется 2 кг сырья, а на изготовление второго изделия — 5 кг. Определить план выпуска двух изделий.
Решение.
Обозначим, х1 – единица первого изделия, х2 – единица второго изделия. Тогда составим математическая модель: 2х1+5х2=300.
Задание 2. Составить математическую модель следующей задачи. Предположим, что для производства продукции вида А и В можно использовать материал 3-х сортов. При этом на изготовление единицы изделия вида А расходуется 14 кг первого сорта, 12 кг второго сорта и 8 кг третьего сорта. На изготовление продукции вида В расходуется 8 кг первого сорта, 4 кг второго сорта, 2 кг третьего сорта. На складе фабрики имеется всего материала первого сорта 624 кг, второго сорта 541 кг, третьего сорта 376 кг. От реализации единицы готовой продукции вида А фабрика имеет прибыль вида 7 руб., а от реализации единицы готовой продукции вида В фабрика имеет прибыль вида 3 руб. Определить максимальную прибыль от реализации всей продукции видов А и В.
Решение.
Составим математическую модель задачи:
Пусть х1 – единица готовой продукции вида А,
           x2 - единица готовой продукции вида В,
Цель фабрики получить максимальную прибыль от реализации всей продукции видов 
А и В, тогда:


Система ограничений:


Задание 3. Составить математическую модель следующей задачи. Имеются три пункта поставки однородного груза А1, А2, А3 и пять пунктов В1, В2, В3, В4, В5 потребления этого груза. На пунктах А1, А2 и А3 находится груз соответственно в количестве 200, 450, 250 тонн. В пункты В1, В2, В3, В4, В5 требуется доставить соответственно 100, 125, 325, 250, 100 тонн груза. Расстояние между пунктами поставки и пунктами потребления приведено в таблице:
	Пункты поставки
	Пункты потребления

	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5

	А1
	5
	8
	7
	10
	3

	А2
	4
	2
	2
	5
	6

	А3
	7
	3
	5
	9
	2


  Решение:
1. Проверка  сбалансированности модели задачи. Модель является сбалансированной, т.к. суммарный объем запасов сырья равен суммарному объему потребности в ней:
            200+450+250=100+125+325+250+100.
2. 

Построение математической модели – неизвестными в этой задачи является объем перевозок. Пусть - объем перевозок с i-го предприятия в j-го пункт потребления. Суммарные транспортные расходы - это функционал качества (критерий цели): ,

	Где  - стоимость перевозки единицы продукции с i-го предприятия в j-й пунктах потребления.
	Неизвестные в этой задачи должны удовлетворять следующим ограничениям:
· Объем перевозок не могут быть отрицательными;
· Поскольку модель сбалансирована, то вся продукция должна быть вывезена с предприятия, а потребность всех пунктов потребления должна быть полностью удовлетворены.

Итак, имеем следующую задачу: 
· 
Найти минимум функционала:   
· 


При ограничениях:              ,
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«Решение простейших однокритериальных задач. Методы решения многокритериальных задач»
Цель работы: определить оптимальное решение однокритериальных и многокритериальных задач в простейших случаях. 
Краткая теория
В зависимости от вида показателя эффективности различают задачи принятия решений по скалярному показателю (однокритериальные задачи) и задачи принятия решений по векторному показателю (многокритериальные задачи).
Задачами математического программирования называют однокритериальные задачи оптимизации. Методы их решения оперируют с детерминированными математическими моделями. В этих моделях отражены разнообразные проблемы распределения ограниченных ресурсов в экономике, военном деле, создании новой техники и т.д. Пути решения этих проблем, так или иначе, связаны с планированием целенаправленной деятельности, т.е. с разработкой определенных установок на будущее.
Задача математического программирования формулируется следующим образом: найти значения переменных [image: image001], доставляющие максимум (минимум) заданной целевой функции [image: image002]при условиях:
[image: image003][image: image004]
Различают два вида задач математического программирования:
1. Задачи линейного программирования.
2. Задачи нелинейного программирования.
В первых задачах функция [image: image005]и ограничения [image: image006]линейны относительно переменных [image: image007]. Во вторых задачах целевая функция [image: image008]и (или) условия [image: image009]имеют разного рода нелинейности.
Графоаналитический метод решения задач оптимизации
 Этим методом вручную решаются простые задачи оптимизации. Математические модели в этих задачах не должны быть сложными, т.к. в противном случае требуется много времени для их решения. Для начала рассмотрим однопараметрическую однокритериальную задачу оптимизации.
Постановка задачи: Дан один критерий [image: image010]. Объект (процесс) описан уравнением (уравнениями), включающими один искомый параметр [image: image011]. Имеется система ограничений:
[image: image012]
[image: image013]
и т.д.
Необходимо найти оптимальное значение параметра [image: image014], обращающее целевую функцию [image: image015]в максимум или минимум.
Задача решается в два этапа:
1. Построение области допустимых решений (ОДР).
2. Нахождение в пределах ОДР оптимального решения.
При построении ОДР на первом этапе рассматривается система ограничений. Все ограничения должны быть выполнены. Выполнение первого ограничения в приведенной выше постановке задачи оптимизации означает, что искомое значение параметра [image: image016]должно находиться правее [image: image017], причем, [image: image018]в разрешенный интервал входит (рис.1). Выполнение второго ограничения означает, что искомое значение параметра [image: image019]должно находиться в интервале (на отрезке) [image: image020], следует иметь в виду, что границы интервала в интервал входят.
[image: image061]
Рис.1. Графическая иллюстрация решения однопараметрической однокритериальной задачи оптимизации
Когда однопараметрическая однокритериальная задача оптимизации решается с применением графоаналитического метода вручную, то на втором этапе применяют метод перебора. Суть его заключается в следующем. В пределах ОДР через определенный интервал h выбирается ряд значений параметра [image: image021]. В рассматриваемом нами случае ОДР разбита на четыре отрезка, и выбрано пять значений параметра [image: image022]. Для этих значений параметра [image: image023]рассчитываются соответствующие значения целевой функции. Среди них находят минимальное (максимальное) значение. Значение параметра [image: image024], обращающее целевую функцию в минимум (максимум), является оптимальным. Если в рассматриваемом нами случае [image: image025]стремится к минимуму, то [image: image026], если к максимуму, то [image: image027].
При решении практических задач оптимизации всегда следует иметь в виду, какова целевая функция. Это значительно упрощает работу как при решении задач оптимизации вручную с применением графоаналитического метода, так и при решении таких задач с использованием компьютерных программ. Причем, это относится и к случаю использования готовых программ, и, что особенно важно, к разработке собственных программ.
Рассмотрим, например, следующий частный случай, когда целевая функция линейная (рис.2.).
[image: image060]
Рис.2. Графическая иллюстрация решения однопараметрической однокритериальной задачи оптимизации для случая линейной целевой функции
В данном случае на втором этапе вычисляют значения целевой функции только на границах ОДР. Эти значения сравнивают и выбирают наименьшее или наибольшее. Для примера, приведенного на рис. 2, если [image: image028], то [image: image029], если [image: image030], то[image: image031].
В задачах, как правило, присутствует не один, а несколько признаков предпочтения (критериев). Такие задачи называются многокритериальными. Критерии могут оказаться противоречивыми, т.е. решение, лучшее по определенному признаку, может оказаться худшим по другому признаку.
Например, минимизация стоимости и максимизация качества товара почти всегда противоречивы. В этом случае задача отыскания решения, предпочтительного по всем признакам, будет некорректной, т.е. не будет иметь ни одного решения.
В случае противоречивых критериев имеются следующие подходы к отысканию подходящего решения.
1) Замена некоторых критериев ограничениями вида ≤ или ≥ . Например, минимизация стоимости f (x) → min, может быть заменена ограничением вида f (x)  ≤ A, где A некоторая верхняя оценка стоимости, т.е. максимально допустимая стоимость.
2)Свертка критериев. Создается один глобальный скалярный критерий, целевая функция которого является некоторой функцией от исходных целевых функций. Наиболее употребимыми являются линейные свертки вида αf(x) + βg(x) (в случае двух критериев). Нетривиальной является задача отыскания адекватных значений коэффициентов α и β , отражающих относительную важность целевых функций f (x) и g (x).
3) Ранжирование критериев. Критерии ранжируются по степени важности.
4) Отыскание решений, лучших хотя бы по одному критерию.
Подходы 1) и 2) приводят к однокритериальной задаче.
Подход 3) приводит к задаче с упорядоченными критериями.
Подход 4) приводит к задаче с независимыми критериями. В задаче с упорядоченными критериями критерии упорядочиваются по важности, и требуется найти оптимальное решение для наименее важного критерия на множестве решений, оптимальных для более важного критерия (см. рис 3). Самое большое множество всех допустимых решений, в него вложено множество решений, оптимальных по самому важному критерию, далее вложено множество оптимальных решений по второму по важности критерию, и т.д.
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Рис 3. Множество решений

В задаче с независимыми критериями требуется найти множество недоминируемых (эффективных) решений. Недоминируемое решение лучше любого другого допустимого решения хотя бы по одному критерию либо не хуже по всем критериям. 
Множество недоминируемых решений также называется множеством Парето.

Порядок выполнения заданий













Задание 1. Решить графическим способом задачу. Для производства двух видов, изделии  и  используется, три вида сырья , запасы которого соответственно равны 100, 60, 180 единиц. Для производства одной единицы продукции  используется 2 единицы сырья  и по 1 единице сырья . Для производства одной единицы  продукции  используется по 1 единице сырья  и 4 единицы сырья . Прибыль от реализации 1 единицы каждой продукции  и  соответственно равна 30 и 20 единиц. Необходимо составить такой план выпуска продукции  и , при котором суммарная прибыль будет наибольшей.
Решение.
Составим математическую модель задачи:

Пусть х1 – единица готовой продукции вида ,

           x2 - единица готовой продукции вида ,


Цель фабрики получить максимальную прибыль от реализации всей продукции видов  и , тогда:


Система ограничений:


Алгоритм решения:
1. Используя систему ограничений и условия неотрицательности, строим область допустимых решений.
2. 
Строим линию уровня . Линией уровня функции двух переменных называется линия, вдоль которой функция сохраняет свое постояное значение.
3. 
Строим градиент целевой функции. Градиент функции - это вектор, имеющий своими координатами частные производные функции и показывающий направление  наискорейшего роста значения функции. Так как целевая функция ЗЛП линейная, то линии уровня целевой функции - прямые и , п- вектор нормали к этим прямым.	:       
4. 
Перемещаем линию уровня  вдоль градиента функции. Если ЗЛП на минимум, то оптимальное решение находится в первой точке, принадлежащей ОДР; если ЗЛП на максимум, то оптимальное решения находится в последней точке, принадлежащей ОДР.
Замечание.
При построении ОДР возможны случаи:
1. ОДР оказалась пустым множеством. В этом случае ЗЛП не имеет решения из-за несовместности системы ограничений.
2. ОДР оказалась либо выпуклым многоугольником, либо не ограниченной выпуклой многоугольной областью. Тогда ЗЛП имеет оптимальное решение, которое совпадает по крайней мере с одной из вершин ОДР.
Используя алгоритм решения и систему ограничений и условия неотрицательности, построим ОДР. Для этого во всех неравенствах системы ограничений и условия неотрицательности знак неравенства заменим на знак равенства. В результате будем иметь уравнения прямых:





В системе координат  построим эти прямые. В результате будем иметь ОДР. В этой же системе координат строим линию уровня  и вектор 
[image: ]


Так как задача на максимум, будем перемещать линию уровня F=0 вдоль вектора n до тех пор, пока она не пересечет ОДР в самом крайнем своем положении, т.е. при дальнейшем  перемещении она не будет с ОДР иметь общие точки. Такой точкой оказалась точка пересечения прямых   и .
Вычислим ее координаты. 




Таким образом, если предприятие будет выпускать продукцию вида  и , в количестве 40 и 20 единиц соответственно, то получит максимальную прибыль в размере 1600 единиц.    
Задание 2. Фирме необходимо выбрать наилучший вариант закупки оборудования, если задана закупочная цена каждого из вариантов оборудования и время изготовления и доставки. Под наилучшим вариантом понимается вариант с минимальными закупочной стоимостью и временем доставки.
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Контрольные вопросы
1. Какие задачи называются однокритериальными?
2. Какие задачи называются многокритериальными?
3. Какие способы решения однокритериальных задач вы знаете?
4. Какие подходы к отысканию подходящего решения вы знаете у противоречивых критериев?
5. Какое множество называется множеством Парето?

[bookmark: _Toc84064824]Практическая подготовка №3
 «Сведение произвольной задачи линейного программирования к ОЗЛП. Решение задач линейного программирования симплекс-методом»
Цель работы: Научиться сводить произвольную задачу линейного программирования к основной задаче линейного программирования. Решить задачу линейного программирования симплекс-методом.
Краткая теория
Задачи оптимального планирования, связанные с отысканием оптимума заданной целевой функции (линейной формы) при наличии ограничений в виде линейных уравнений или линейных неравенств относятся к задачам линейного программирования. 
Линейное программирование – это направление математического программирования, изучающее методы решения экстремальных задач, которые характеризуются линейной зависимостью между переменными и линейным критерием. 
Сущность линейного программирования состоит в нахождении точек наибольшего или наименьшего значения некоторой функции при определенном наборе ограничений, налагаемых на аргументы и образующих систему ограничений, которая имеет, как правило, бесконечное множество решений. Каждая совокупность значений переменных (аргументов функции F), которые удовлетворяют системе ограничений, называется допустимым планом задачи линейного программирования. Функция F, максимум или минимум которой определяется, называется целевой функцией задачи. Допустимый план, на котором достигается максимум или минимум функции F, называется оптимальным планом задачи. 
Система ограничений, определяющая множество планов, диктуется условиями производства. Задачей линейного программирования (ЗЛП) является выбор из множества допустимых планов наиболее выгодного (оптимального). 
Общая форма задачи линейного программирования формулируют следующим образом:
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	(1)

	[image: example_2_1_6]
	(2)   
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Коэффициенты ai,j, bi, cj, j = 1, 2, ... , n, i =1, 2, ... , m – любые действительные числа (возможно 0). 
Итак, решения, удовлетворяющие системе ограничений (1) условий задачи и требованиям неотрицательности (2), называются допустимыми, а решения, удовлетворяющие одновременно и требованиям минимизации (максимализации) (3) целевой функции, - оптимальными.
Выше описанная задача линейного программирования (ЗЛП) представлена в общей форме, но одна и та же (ЗЛП) может быть сформулирована в различных эквивалентных формах. Наиболее важными формами задачи линейного программирования являются каноническая и стандартная.
В канонической форме задача является задачей на максимум (минимум) некоторой линейной функции F, ее система ограничений состоит только из равенств (уравнений). При этом переменные задачи х1, х2, ..., хn являются неотрицательными: 
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	(4)

	[image: example_2_1_6]
	(5)

	 [image: example_2_1_7]
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К канонической форме можно преобразовать любую задачу линейного программирования. 
Правило приведения ЗЛП к каноническому виду:
1. Если в исходной задаче некоторое ограничение (например, первое) было неравенством, то оно преобразуется в равенство, введением в левую часть некоторой неотрицательной переменной, при чем в неравенства «≤» вводится дополнительная неотрицательная переменная со знаком «+»; в случаи неравенства «≥» - со знаком «-»
	[image: example_2_1_9]
	(7)


Вводим переменную     [image: example_2_1_10].
Тогда неравенство (7) запишется в виде:     
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	(8)


В каждое из неравенств вводится своя “уравнивающая” переменная, после чего система ограничений становится системой уравнений.
2. Если в исходной задаче некоторая переменная не подчинена условию неотрицательности, то ее заменяют (в целевой функции и во всех ограничениях) разностью неотрицательных переменных
	[image: example_2_1_12]
	, l - свободный индекс


3. Если в ограничениях правая часть отрицательна, то следует умножить это ограничение на (-1)
4. Наконец, если исходная задача была задачей на минимум, то введением новой целевой функции F1 = -F мы преобразуем нашу задачу на минимум функции F в задачу на максимум функции F1.
Таким образом, всякую задачу линейного программирования можно сформулировать в канонической форме.
В стандартной форме задача линейного программирования является задачей на максимум (минимум) линейной целевой функции. Система ограничений ее состоит из одних линейных неравенств типа « <= » или « >= ». Все переменные задачи неотрицательны.
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Всякую задачу линейного программирования можно сформулировать в стандартной форме. Преобразование задачи на минимум в задачу на максимум, а также обеспечение не отрицательности переменных производится так же, как и раньше. Всякое равенство в системе ограничений равносильно системе взаимопротивоположных неравенств:
[image: example_2_1_14]
Существует и другие способы преобразования системы равенств в систему неравенств, т.е. всякую задачу линейного программирования можно сформулировать в стандартной форме.
Решение задач линейного программирования симплекс-методом.
Идея симплекс-метода заключается в последовательном улучшении первоначального плана путем упорядоченного перехода от одного опорного плана к другому и завершается нахождением оптимального плана. Симплекс-методом решаются только канонические задачи линейного программирования. Решение канонической задачи симплекс-методом существенно облегчается применением так называемых симплексных таблиц. Всякую
каноническую задачу можно записать условно в виде таблицы. Таблица
заполняется следующим образом: первые т строк содержат в условной
форме уравнения системы ограничений, разрешенные относительно базисных переменных. В последней строке записана целевая функция, эта строка называется F -строкой. В столбцах записаны свободные переменные и свободные члены.
Условие оптимальности плана: если ЗЛП на максимум, то в F-строке не должно быть отрицательных элементов; если ЗЛП на минимум, то в F-строке не должно быть положительных элементов.
Алгоритм решения:
1. Исходную задачу линейного программирования приводим к каноническому виду путем введения базисных переменных.
2. Базисные переменные выражаем через свободные переменные.
3. Строим начальный план, полагая свободные переменные равными
нулю, тогда базисные переменные будут равны свободным членам.
4. Строим первую симплекс-таблицу.
5. Проверяем план на оптимальность. Если план не оптимален, то его улучшаем.
6. Улучшение плана.
а) выбор разрешающего столбца: для этого в  F- строке выбираем максимальный по абсолютной величине из отрицательных элементов, если задача на максимум, или, максимальный из положительных элементов, если задача на минимум. Пусть это будет столбец с номером s;
б) выбор разрешающей строки: выбираем строку с минимальным симплексным отношением. Симплексные отношения - это отношение свободных членов к положительным элементам разрешающего столбца. Пусть это будет строка с номером r.

в) выбор разрешающего элемента: элемент, стоящий на пересечении разрешающих строки и столбца. Пусть это будет элемент .


г) переменную вводим в базис вместо переменной  .

д) элементы новой симплекс-таблицы  пересчитываем по следующим формулам:

разрешающий элемент ,

элементы разрешающего столбца  ,

элементы разрешающей строки ,
остальные элементы симплекс-таблицы по правилу прямоугольника:
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7. Вновь полученный план проверяем на оптимальность.

Порядок выполнения заданий
Задание 1. а) Привести к канонической форме задачу линейного программирования. 


б) Напишите задачу в стандартной форме.
Решение:
а) Введем дополнительные переменные  x4 , x5 . Причем в первое неравенство введем переменную x4 со знаком плюс, а в третье – неотрицательную переменную, x5 со знаком минус запишем задачу в виде: 


Переведем min на max, домножив целевую функцию на (-1)


что и дает эквивалентную задачу в канонической форме.
б)  Всякую задачу линейного программирования можно сформулировать в стандартной форме. Преобразование задачи на минимум в задачу на максимум, а также обеспечение не отрицательности переменных производится так же, как и раньше. Всякое равенство в системе ограничений равносильно системе взаимопротивоположных неравенств, тогда получим:
















Задание 2. Для производства двух видов, изделии  и  используется, три вида сырья , запасы которого соответственно равны 100, 60, 180 единиц. Для производства одной единицы продукции  используется 2 единицы сырья  и по 1 единице сырья . Для производства одной единицы  продукции  используется по 1 единице сырья  и 4 единицы сырья . Прибыль от реализации 1 единицы каждой продукции  и  соответственно равна 30 и 20 единиц. Необходимо составить симплекс-методом такой план выпуска продукции  и , при котором суммарная прибыль будет наибольшей.
Решение.
1. Составим математическую модель задачи:

Пусть х1 – единица готовой продукции вида ,

           x2 - единица готовой продукции вида ,


Цель фабрики получить максимальную прибыль от реализации всей продукции видов  и , тогда:


Система ограничений:


2. Задачу приводим к каноническому виду:




3. Базисные переменные выражаем через свободные:


4. 
 Записываем начальный план: 
5. Строим первую симплекс-таблицу:
Таблица 1. Первая симплекс-таблица
	Своб. перем.
Базис. перем.
	

	

	Свободные члены
	Симплексные отношения

	

	2
	1
	100
	


	

	1
	1
	60
	


	

	1
	4
	180
	


	F-строка
	-30
	-20
	0
	



6. Начальный план не оптимален, так как в F-строке есть отрицательные элементы.
7. Улучшение плана. Строим вторую симплекс-таблицу, элементы которой пересчитываем по соответствующим формулам.
Таблица 2. Вторая симплекс-таблица
	Своб. перем.
Базис. перем.
	

	

	Свободные члены
	Симплексные отношения

	

	

	

	50
	100

	

	

	

	10
	20 min

	

	

	

	130
	


	F-строка
	15
	-5
	1500
	


8. 
План, соответствующий таблице 2,  не оптимален, так как в F-строке есть отрицательные элементы. Улучшаем его.
9. Улучшение плана. Строим третью симплекс-таблицу, элементы которой пересчитываем по соответствующим формулам.
Таблица 3. Третья симплекс-таблица
	Своб. перем.
Базис. перем.
	

	

	Свободные члены
	Симплексные отношения

	

	1
	-1
	40
	

	

	-1
	2
	20
	

	

	3
	-7
	60
	

	F-строка
	10
	10
	1600
	


10. 
План, соответствующий таблице 3,  оптимален, так как в F-строке нет отрицательных элементов.




Ответ: если предприятие будет выпускать продукцию вида  и  в количестве 40 и 20 единиц соответственно, то получит максимальную прибыль в размере 1600 единиц, при этом сырье  будет израсходовано полностью, а сырье  останется в количестве 60 единиц.
Контрольные вопросы
1. Какие задачи можно отнести к задачам линейного программирования?
2. Какова основная идея линейного программирования?
3. Что образует систем ограничений?
4. Что называется допустимым планом?
5. Что называется целевой функцией?
6. Как записывается общая форма задачи линейного программирования?
7. Как строится каноническая форма ЗЛП?
8. Как перевести ЗЛП в стандартную форму?
9. Какова идея симплекс-метода?
10. В чем суть условия оптимальности плана?
11. Из каких пунктов состоит алгоритм решения ЗЛП симплекс-методом?
12. Что такое симплекс-отношение?

[bookmark: _Toc84064825]Практическое занятие №4 
«Нахождение начального решения транспортной задачи. Решение транспортной задачи методом потенциалов»
Цель работы: Найти начальное решение транспортной задачи двумя методами: методом северо-западного угла и методом наименьшей стоимости. Найти оптимальное решение транспортной задачи методом потенциалов.
Краткая теория
Симплексный метод для решения задач линейного программирования является универсальным, он позволяет решить любую задачу, но решение иных задач связано с трудоемкими расчетами. Можно выделить класс задач, которые решаются более простыми специальными методами. К числу таких задач относятся так называемые транспортные задачи.
Классическая транспортная задача - о наиболее экономном плане перевозок однородного продукта или взаимозаменяемых продуктов из пунктов отправления в пункты назначения.
Классическая транспортная задача (сокращенно ТЗ) формулируется следующим образом.




В пунктах отправления , которые будем называть также поставщиками, сосредоточены запасы однородного груза в количествах  соответственно. В пункты назначения , именуемые потребителями, надлежит доставить соответственно единиц груза.




Известен транспортный тариф - стоимость перевозки единицы груза из пункта  в пункт , . Требуется составить такой план перевозок груза, при котором общая стоимость F всех перевозок была бы наименьшей, при этом все заявки были бы выполнены. 
В термин "транспортный тариф" вкладывается условное понимание стоимости единицы груза - это может быть себестоимость, расстояние, тариф,
время, расход топлива или электроэнергии и др.
Пусть суммарные запасы грузов у поставщиков равны суммарным
потребностям потребителей:    


Это условие называется условием баланса. Если для ТЗ условие баланса выполняется, то модель ТЗ называется закрытой, если условие баланса не выполнено, то модель ТЗ - открытая. Составим математическую модель ТЗ.





Пусть - количество груза, которое поставщик  отправляет потребителю  () со стоимостью перевозок . Данные задачи можно представить в виде таблицы 1.
Таблица 1.
	Поставщики
	Потребители
	Запасы

	
	

	

	…
	

	

	

	



	



	…
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	…
	…
	…
	…
	…
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	Потребности
	

	

	…
	

	




По смыслу своему величины  и должны удовлетворять следующим ограничениям:
· 

Из пункта  все запасы должны быть вывезены (ограничения по ресурсам): ;
· 

Заявки потребителей  должны быть выполнены (ограничения по потребностям): .






Затраты на перевозку  единиц груза из пункта поставки   в пункт потребления  составляют   рублей; общая же стоимость всех перевозок  равна сумме всех таких затрат: 
Математическая постановка ТЗ состоит в следующем: 

составить план перевозок , удовлетворяющих системе ограничении:

,


условию неотрицательности:  , , при котором целевая функция достигает своего минимума:


Из математической модели видно, что ТЗ является частным случаем общей задачи линейного программирования. В общей теории линейного программирования доказаны следующие теоремы: 
Теорема 1. Транспортная задача при выполнении условия баланса всегда имеет решение.
Теорема 2. Система ограничений транспортной задачи содержит т+п-1 линейно-независимых уравнений.
При решении задач практический смысл теоремы 2 заключается в следующем: число назначенных перевозок равно т+п-1.
Процедура решения ТЗ будет состоять в последовательном улучшении опорных планов и проверки их на оптимальность.
Методы построения начального плана.
Существует несколько методов построения первоначального опорного плана ТЗ (опорный план - план, удовлетворяющий системе ограничений и условию неотрицательности). Рассмотрим только два из них: метод северо-западного угла и метод наименьшей стоимости.

Как уже отмечалось, в опорном плане не более r = m + n - 1 переменных , отличных от нуля. Если таких переменных равно r, то такой план называют невырожденным, в противном случае - вырожденным. 
Метод северо-западного угла. Назначение перевозок начинаем с левой верхней клетки (северо-западный угол). Сравнивая ресурсы поставщика и потребности потребителя, назначаем максимально возможную перевозку. Если ресурсов поставщика недостаточно, то переходим к следующему поставщику. Если ресурсов у поставщика достаточно, то назначив нужную перевозку первому потребителю, переходим к следующему потребителю. При назначении перевозок для удобства записываем остаток ресурсов (потребностей); если ресурсы закончились или потребности удовлетворены, то ставим букву "к" (конец). Если при назначении перевозки одновременно закончились запасы ресурсов у поставщика и удовлетворены потребности потребителя, то из "игры" выводим только одного участника, другому оставляем нуль запасов или нуль потребностей.
Метод наименьшей стоимости. Выбираем клетку с наименьшей тарифной ставкой и назначаем максимально возможную перевозку. Если запасы закончились или потребности удовлетворены, то поставщика или потребителя исключаем. Среди оставшихся клеток снова выбираем клетку с наименьшей стоимостью и назначаем максимально возможную перевозку. Если в результате назначения перевозки закончились запасы поставщика или удовлетворены потребности потребителя, то его исключаем из дальнейшего рассмотрения.
Метод потенциалов построения оптимального плана.

Наиболее простым методом решения ТЗ является метод потенциалов. Потенциалами называются  условные числа  приписанные определенным образом каждому поставщику и потребителю. 
Теорема 3( условие оптимальности плана). Сумма потенциалов поставщика и потребителя равна тарифной ставке для занятых клеток; сумма потенциалов поставщика и потребителя не превышает тарифную ставку для свободных клеток:


Замечание. Опорный план должен быть невырожденным.
Алгоритм решения транспортной задачи:
1. Строим начальные планы методом северо-западного угла и наименьшей стоимости, из них выбираем лучший.
2. 
Находим потенциалы поставщиков и потребителей, используя первое условие оптимальности плана: 
3. 
Проверяем второе условие оптимальности плана для свободных клеток . Если оно выполнено, то план оптимален. Если не выполнено, то улучшаем план.
4.	Улучшение плана.

a)	при невыполнении второго условия оптимальности плана в клетку заносим нарушение  сo знаком "+". Такие клетки называются потенциальными; 
b) среди всех потенциальных  клеток выбираем клетку с наибольшим нарушением;
c) строим для выбранной клетки замкнутый контур, состоящий из вертикальных и горизонтальных отрезков прямой, причем вершины контура лежат в занятых клетках, за исключением той клетки, для которой строится контур. Виды контуров приведены на рисунке 1;
Рис. 1 Виды контуров










d) вершины контура поочередно помечаем, знаками "+","-", начиная с клетки, для которой построен контур;
е) среди клеток, помеченных знаком "-", выбираем наименьшую перевозку. На эту величину увеличиваем перевозки в клетках, помеченных знаком "+", и уменьшаем в клетках, помеченных знаком "-". В результате переназначения перевозок освобождается одна клётка.
 5.Вновь полученный план проверяем на оптимальность.
Порядок выполнения заданий
Задание. Имеются три пункта поставки однородного груза А1, А2, А3 и пять пунктов В1, В2, В3, В4, В5 потребления этого груза. На пунктах А1, А2 и А3 находится груз соответственно в количестве а1, а2 и а3 тонн. В пункты В1, В2, В3, В4, В5 требуется доставить соответственно b1, b2, b3, b4, b5 тонн груза. Расстояние между пунктами поставки и пунктами потребления приведено в таблице:
	Пункты поставки
	Пункты потребления

	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5

	А1
	D11
	D12
	D13
	D14
	D15

	А2
	D21
	D22
	D23
	D24
	D25

	А3
	D31
	D32
	D33
	D34
	D35


  Найти такой план закрепления потребителей за поставщиками однородного груза, чтобы общие затраты по перевозкам были минимальными.
	а1=200,  а2=250, а3=200, 
b1=190, b2=100, b3=120, b4=110, b5=130.
	



Решение.
1. Построим начальный план двумя методами: методом северо-западного угла и методом наименьшей стоимости, и выберем тот план, который будет наилучшим, то есть получим минимальные затраты за перевозку однородного груза.
А) Строим начальный план методом северо-западного угла. Составим таблицу значений:
	Потребители
Поставщики
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Запасы 

	А1
	28
190
	27
10
	18
	27
	24
	200, 10, к

	А2
	18

	26
90
	27
120
	32
40
	21
	250, 160, 40, к

	А3
	27

	33
	23
	31
70
	34
130
	200, 130, к

	Потребности
	190, к
	100, 90, к
	120, к
	110, 70, к
	130, к
	650=650


Число назначенных перевозок m+n-1=3+5-1=7, то есть начальный план 

 невырожденный.
При таком плане суммарные транспортные издержки равны:


Б) Строим начальный план методом наименьшей стоимости. Составим таблицу значений:
	Потребители
Поставщики
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Запасы 

	А1
	28

	27
10
	18
120
	27
	24
70
	200, 80, 10, к

	А2
	18
190
	26

	27

	32

	21
60
	250, 60, к

	А3
	27

	33
90
	23
	31
110
	34

	200, 90, к

	Потребности
	190, к
	100, 90, к
	120, к
	110, к
	130, 70, к
	650=650


Начальный план:


При таком плане транспортные издержки 


Сравнивая  транспортные издержки, видим, что план, построенный методом наименьшей стоимости, лучший.

2. Выбираем лучший план и находим потенциалы поставщиков и потребителей, используя первое условие оптимальности плана: 
	
Потребители, 

Поставщики, 
	21
	27
	18
	25
	24

	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5

	0
	А1
	28

	27
10
	18
120
	27
	24
70

	-3
	А2
	18
190
	26

	27

	32

	21
60

	6
	А3
	27

	33
90
	23
+1
	31
110
	34



Используя первое условие оптимальности плана, составим систему линейных уравнений для определения потенциалов:


Система линейных уравнений содержит 7 уравнений и 8 неизвестных, т.е. она имеет множество решений. Так как нужно одно решение, то любой из неизвестных задаем значение и вычисляем остальные неизвестные.
 ■

Пусть , тогда


3. 
Проверяем второе условие оптимальности плана для свободных клеток . Если есть нарушения, то заносим их со знаком «+». В результате проверки получили одну потенциальную клетку. Таким образом, начальный план не оптимален.
4. Улучшение плана. Выбираем клетку с максимальным нарушением и для нее строим замкнутый контур.
	
Потребители, 

Поставщики, 
	
	
	
	
	

	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5

	
	А1
	28

	27  +
     10
	18       -
120
	27
	24
70

	
	А2
	18
190
	26

	27

	32

	21
60

	
	А3
	27

	33
     -      90
	23
+1
	31
110
	34



Среди клеток, помеченных знаком «-», выбираем наименьшую перевозку:


На эту величину увеличиваем перевозки в клетках, помеченных знаком «+», и уменьшаем в клетках, помеченных знаком «-». В результате переназначения перевозок имеем план:
	
Потребители, 

Поставщики, 
	21
	27
	18
	26
	24

	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5

	0
	А1
	28

	27  
     100
	18      
30
	27
	24
70

	-3
	А2
	18
190
	26

	27

	32

	21
60

	5
	А3
	27

	33
    
	23
90
	31
110
	34



 Используя первое условие оптимальности плана, составим систему линейных уравнений для определения потенциалов:


Система линейных уравнений содержит 7 уравнений и 8 неизвестных, т.е. она имеет множество решений. Так как нужно одно решение, то любой из неизвестных задаем значение и вычисляем остальные неизвестные.
 ■

Пусть , тогда



Проверяем второе условие оптимальности плана для свободных клеток . Условие оптимальности выполнены, следовательно, план, соответствующий таблице, оптимален.




Ответ: Сравнивая три метода нахождения оптимального плана, делаем вывод, что метод потенциалов находит оптимальный план решения транспортной задачи, так как получили минимальные транспортные издержки равные 15080 единиц.

Контрольные вопросы
1. Какие задачи называются транспортными?
2. В чем суть классической транспортной задачи?
3. Что означает термин «транспортный тариф»?
4. Как записывается условие баланса?
5. Как выглядит математическая постановка транспортной задачи?
6. В чем суть метода северо-западного угла?
7. Основная идея метода наименьшей стоимости?
8. В чем суть метода потенциалов?
9. Какие клетки называются потенциальными?
10. Какие виды контуров вы знаете?

[bookmark: _Toc84064826]Практическое занятие №5 
«Решение задач нелинейного программирования графическим методом. Решение задач нелинейного программирования методом множителей Лагранжа»
Цель работы: Решить задачу нелинейного программирования графическим методом и методом множителей Лагранжа.
Краткая теория
Задачами нелинейного программирования называются задачи математического программирования, в которых нелинейны и (или) целевая функция, и (или) ограничения в виде неравенств или равенств.
Задачи нелинейного программирования можно классифицировать в соответствии с видом функции F(x), функциями ограничений и размерностью вектора х (вектора решений). 
В самом общем виде классификация представлена в таблице. 
	Вид F(x)
	Вид функции ограничений
	Число переменных
	Название задачи

	Нелинейная
	Отсутствуют
	1
	Безусловная однопараметрическая оптимизация 

	Нелинейная
	Отсутствуют
	Более 1
	Безусловная многопараметрическая оптимизация 

	Нелинейная или линейная 
	Нелинейные или линейные
	Более 1
	Условная нелинейная оптимизация 


Общих способов решения, аналогичных симплекс-методу линейного программирования, для нелинейного программирования не существует. 
В каждом конкретном случае способ выбирается в зависимости от вида функции F(x). 
Задачи нелинейного программирования на практике возникают довольно часто, когда, например, затраты растут не пропорционально количеству закупленных или произведённых товаров.
Задачи нелинейного программирования относятся к трудным вычислительным задачам. При их решении часто приходится прибегать к приближенным методам оптимизации. Мощным средством для решения задач нелинейного программирования являются численные методы. Они позволяют найти решение задачи с заданной степенью точности.
Общая формулировка нелинейных задач: 
Найти переменные х1 , х2 , …, хn , удовлетворяющие системе уравнений 
	Ψ ( х1 , х2 , …, хn ) = bi , i = 1, 2, …, m
	(1) 


и обращающие в максимум ( минимум ) целевую функцию 
	Z = f ( х1 , х2 , …, хn )
	(2) 


Примером типичной и простой нелинейной задачи является следующая: 
Данное предприятие для производства какого-то продукта расходует два средства в количестве х1 и х2 соответственно. Это факторы производства, например, машины и труд, два различных сырья и т.п., а величины х1 и х2 – затраты факторов производства. Факторы производства впредь будем считать взаимозаменяемыми. Если это «труд» и «машины», то можно применять такие методы производства, при которых величина затрат машин в сопоставлении с величиной затрат труда оказывается больше или меньше (производство более или менее трудоемкое). 
Объем производства (выраженный в натуральных или стоимостных единицах) является функцией затрат производства Z = f ( х1 , х2 ). Эта зависимость называется производственной функцией. Издержки зависят от расхода обоих факторов (х1 и х2) и от цен этих факторов (c1 и c2). Совокупные издержки выражаются формулой b = c1 х1 + c2 х2. Требуется при данных совокупных издержках определить такое количество факторов производства, которое максимизирует объем продукции Z. 
Математическая модель этой задачи имеет вид: определить такие переменные х1 и х2, удовлетворяющие условиям 
	c1 х1 + c2 х2 = b 
	(3) 



	х1 ≥ 0, х2 ≥ 0, 
	(4)


при которых функция
	Z = f (х1, х2 ) 
	(5) 


достигает максимума. Как правило, функция (5) может иметь произвольный нелинейный вид. 
Использую классические методы оптимизации, следует четко представлять себе различие между локальным экстремумом функции, глобальным экстремумом и условным экстремумом. Понятие условного экстремума вводится для случая, когда число переменных n не меньше 2 (n ≥ 2). Будем полагать, что функция Z = f ( х1 , х2 , …, хn ) = f (X) дважды дифференцируема в точке Х* = (х1 *, х2 *, …, хn* ), (Х* € D(f)) и в некоторой ее окрестности. 
Если для всех точек Х этой окрестности f (X*) ≥ f (X) или f (X*) ≤ f (X), то говорят, что функция f (X) имеет экстремум в X* (соответственно максимум или минимум). 
Точка X* , в которой все частные производные функции Z = f (Х) равны 0, называется стационарной точкой. 
Необходимое условие экстремума. 
Если в точке X* функция Z = f (Х) имеет экстремум, то частные производные функции в этой точке равны 0: 
f 'x1 (X*) = 0, i = 1, 2, ..., n. 
Следовательно, точки экстремума функции Z = f (Х) удовлетворяют системе уравнений: 
	[image: example_2_9_1]
	(6) 


Для получения достаточных условий следует определить в стационарной точке знак дифференциала второго порядка. Дифференциала второго порядка обозначается d2f (х1 , х2 , …, хn ) f 'x1 (X) найти частную производную по переменной хj , то получим частную производную второго порядка по переменным хi , хj , которая обозначается f ''xi, xj (X). В этом случае 
[image: example_2_9_2]
Достаточные условия экстремума.
Двух переменных:
· если Δ > 0 и а11 < 0 (а22 < 0), то в точке Х 0 функция имеет максимум: 
если Δ > 0 и а11 > 0 (а22 > 0),то в точке Х 0 – минимум (в этих случаях Х 0 = Х*); 
· если Δ < 0, то экстремума нет; 
· если Δ = 0, то вопрос об экстремуме остается открытым. 
Метод множителей Лагранжа
Способ определения условного экстремума начинается с построения вспомогательной функции Лагранжа, которая в области допустимых решений достигает максимума для тех же значений переменных x1, x2, ..., xn, что и целевая функция z.
Пусть решается задача определения условного экстремума функции z = f (X) при ограничениях φi (x1, x2, ..., xn ) = 0, i = 1, 2, ..., m, m < n
Составим функцию
	[image: example_2_10_13]
	(7)


которая называется функцией Лагранжа. X, — постоянные множители (множители Лагранжа). Отметим, что множителям Лагранжа можно придать экономический смысл. Если f (x1, x2, ..., xn ) — доход, соответствующий плану X = (x1, x2, ..., xn ), а функция φi (x1, x2, ..., xn ) — издержки i-го ресурса, соответствующие этому плану, то X, — цена (оценка) i-го ресурса, характеризующая изменение экстремального значения целевой функции в зависимости от изменения размера i-го ресурса (маргинальная оценка). L(Х) — функция n + m переменных (x1, x2, ..., xn , λ1, λ2, ..., λn ). Определение стационарных точек этой функции приводит к решению системы уравнений
	[image: example_2_10_14]
	(8)


Легко заметить, что [image: example_2_10_15]. Таким образом, задача нахождения условного экстремума функции z = f (X) сводится к нахождению локального экстремума функции L(X). Если стационарная точка найдена, то вопрос о существовании экстремума в простейших случаях решается на основании достаточных условий экстремума — исследования знака второго дифференциала d2L(X) в стационарной точке при условии, что переменные приращения Δxi - связаны соотношениями
	[image: example_2_10_16]
	(9)


полученными путем дифференцирования уравнений связи. 

Решение системы нелинейных уравнений с двумя неизвестными 
с помощью средства Поиск решения
Настройка Поиск решения позволяет находить решение системы нелинейных уравнений с двумя неизвестными:  




где - нелинейная функция от переменных x и  y, - произвольная  постоянная.
Известно, что пара (x, y) является решением системы уравнений (10) тогда и только тогда, когда она является решением следующего уравнение с двумя неизвестными:

            
 С другой стороны, решение системы (10) — это точки пересечения двух кривых:                                                                                             f](x,y) = C и  f2(х, у) = С2 на плоскости ХОY.
Из этого следует метод нахождения корней системы. нелинейных уравнений:
1. Определить (хотя бы приближенно) интервал существования решения системы уравнений (10) или уравнения (11). Здесь необходимо учитывать вид уравнений, входящих в систему, область определения каждого их уравнений и т. п. Иногда применяется подбор начального приближения решения;
2. Протабулировать решение уравнения (11) по переменным x и y на выбранном интервале, либо построить графики функций f1(x,y) = С, и f2(х,у) = С2 (система(10)).
3. Локализовать предполагаемые корни системы уравнений — найти несколько минимальных значений из таблицы табулирование корней уравнения (11), либо определить точки пересечения  кривых, входящих в систему (10).
4.	Найти корни для системы уравнений (10) с помощью надстройки  Поиск решения.

Порядок выполнения заданий
Задача. Решить систему нелинейных уравнений:


Решение:

Легко видеть, что решение системы уравнений являются точки пересечения окружности (с радиусом 2 и центром (1,-1)) и прямой .
Данную систему заменим равносильным уравнением:

, для которого будем искать решения с площадью надстройки Поиск решения.
1. Исходя из графиков уравнений, интервал локализации корней определим в границах от -3 до 3 (рис. 1). Ячейка В3:В43 содержат значения Х. Формулы для построения графиков:
· В ячейке С3:
=-1+КОРЕНЬ(4-(В3-1)^2)
· В ячейке D3:
=-1-КОРЕНЬ(4-(В3-1)^2)
· В ячейке Е3:
[image: ]=(2-5*В3)/4

2. Табулируем равносильное уравнение на отрезке [-3; 3] с шагом 0,5 (рис. 2).
[image: ]
3. Локализируем корни равносильного уравнения (рис. 3):
· Ячейки А47:А59 содержат значения X на отрезке [-3; 3] с шагом 0,5;
· Ячейки B46:N46 содержат значения Y на отрезке [-3; 3] с шагом 0,5;
· Формула для ячейки В47 (копируется на диапазон B47:N59):
=(($A47-1)^2+(B$46+1)^2-4)^2+(5*$A47+4*B$46-2)^2
· Формула для ячейки В62 (копируется на диапазон B62:N62):
=МИН(В47:В59) 
[image: ]	Исходя из результатов вычислений, определим следующие пары предполагаемых корней уравнения: (2,5; -2,5), (2; -2), (0; 0,5), (0; 1).

4. Найдем корни равносильного уравнения (рис. 4) – для этого поместим пары значений для предполагаемых корней в ячейки D69:E72. В ячейку G69 введем формулу для равносильного уравнения (копируется на диапазон G69:G72):
=((D69-1)^2+(E69+1)^2-4)^2+(5*D69+4*E69-2)^2

[image: ]














С помощью надстройки Поиск решения (в окне Параметры поиска решения флажок Линейная модель должен быть снят) установим необходимые параметры для поиска корня равносильного уравнения (рис. 5),
[image: ]

















Затем выполним поиск решения. Процедуру повторим для всех имеющихся пар корней.
Результаты поиска решения (рис. 6) позволяют делать вывод о том, что система имеет 2 решения:
(2,3675745729901;  -2,45934248863711) и (-0,123564081639673; 0,654434224216163)  
[image: ]















Контрольные вопросы
1. Какие задачи называются задачами нелинейного программирования?
2. Как записывается общая формулировка нелинейных задач?
3. Как выглядит классификация задач нелинейного программирования?
4. В чем суть метода множителей Лагранжа?
5. Какие способы решения нелинейных задач вы знаете?

[bookmark: _Toc84064827]Практическое занятие №6 
«Решение простейших задач методом динамического программирования–задача о распределении средств между предприятиями, задача определения кратчайших расстояний по заданной сети»
Цель работы: Решить простейшие задачи методом динамического программирования.
Краткая теория
Динамическое программирование – метод оптимизации, приспособленный, к задачам, в которых процесс принятия решения может быть разбит на отдельные этапы (шаги). Такие задачи называются многошаговыми.
Характерные особенности задач динамического программирования:
1) Неоднозначность решения.
2) Возможность деления вычислительного процесса на этапы.
3) Общий критерий – сумма частных критериев на этапах.
Динамическое программирование позволяет осуществлять оптимальное планирование многошаговых процессов, зависящих от времени. Процесс называется управляемым, если можно влиять на ход его развития. Управлением называется совокупность решений, принимаемых на каждом этапе для влияния на ход процесса. Началом этапа (шага) управляемого процесса считается момент принятия решения. Планируя многошаговый процесс, исходят из интересов всего процесса в целом, всегда необходимо иметь в виду конечную цель.
Метод динамического программирования состоит в том, что оптимальное управление строится постепенно. На каждом этапе оптимизируется управление только этого этапа, причем управление выбирается с учётом последствий, т.е. оптимальное управление для данного этапа должно учитывать весь последующий ход процесса, для чего необходимо знать все управления на последующих этапах. Поскольку процесс заканчивается на последнем этапе, оптимальное решение не должно учитывать последующего управления. Таким образом, процесс вычисления протекает в обратном направлении, от конца к началу.
Постановка задачи динамического программирования.






Пусть   - состояния системы на начальном, k-ом и конечном этапе, - управления системой на начальном, k-ом и конечном этапах. Управление переводит систему из состояния  в состояние . Показатель эффективности на k-ом этапе обозначим через .
Так как оптимизацию показателя эффективности начинаем с последнего этапа, то, зная максимум показателя эффективности на п-ом шаге 


найдем максимум показателя эффективности на (п-1)- ом шаге

,

где  называется "сиюминутной" выгодой на (п-1)- ом шаге.
Основное функциональное уравнение динамического программирования (уравнение Беллмана) имеет вид:


Принцип оптимальности Беллмана можно сформулировать следующим образом: каковы бы не были начальное состояние и начальное решение, последующее решение должно быть оптимальным по отношению к состоянию, полученному в результате начального решения. Иными словами, принцип оптимальности утверждает, что если в данный момент выбрано не наилучшее решение, то последствия этого нельзя исправить в будущем.
Задача определения кратчайших расстояний по заданной сети



Пусть дано конечное число точек , соединенных всевозможными отрезками линий, называемых звеньями или связями. Тогда совокупность точек и их связей называют сетью. Сеть называется достаточно связанной, если существует путь, состоящий из звеньев и соединяющий любые две точки сети. Пусть каждому звену поставлено в соответствие действительное неотрицательное число  - его длина. Необходимо определить  кратчайшее расстояние по сети от каждой точки до всех остальных и соответствующие пути, по которым, они проходят. Пронумеруем точки сети в любом порядке и укажем длину каждого звена. Две точки называются соседними, если они непосредственно соединены связью. Положим, .
Для решения задачи используем метод динамического программирования и отыскиваем кратчайшее расстояние не от фиксированной точки
до всех остальных, а от всех остальных до фиксированной через соседние
точки. Связь, через которую проходит кратчайшее расстояние, после каждого шага отмечаем стрелкой. Для удобства точки сети обозначим кружками с номерами точек.
Алгоритм решения:
1. 

Фиксируем конечную точку , до которой необходимо рассчитать кратчайшее расстояние от всех остальных, и рядом с этой точкой записываем нуль, т.к. расстояние  от точки до ней самой равно 0.Это число, отличное от нуля, для других точек, назовём характеристикой точки.
2. 


Определим соседние точки по формуле  и на связях, соединяющих  эти точки, поставим стрелки, направленные в точку . После этого точку  отметим символом v, обозначающим, что операции над ней закончены.
3. 

Переходим к любой соседней точке, для которой характеристика уже найдена. Пусть это будет точка . Определяем соседние с ней точки и подсчитываем характеристики этих точек по формуле .
4. 




При определении  для соседних  может оказаться, что для некоторых из них характеристики  уже известны. В этом случае новую характеристику  сравниваем со старой характеристикой .

  	Если , то старую характеристику оставляем без изменений.

  	Если , то старую характеристику заменяем на новую, соответственно происходит или не происходит изменение направления.

	Точку  отмечаем символом v, если соседняя точка, у которой изменилась характеристика, не была ранее отмечена v. Если же точка ранее была отмечена символом v, то пересчитываем характеристики соседних с ней точек.
5. Переходим к пункту 3.
6. Процесс продолжаем до тех пор, пока не будут отмечены символом v все точки сети. Ответ выписываем в виде таблицы, где указаны кратчайшее расстояние от всех точек до конечной и пункты, через которые они проходят.

Порядок выполнения заданий

Задача 1. Двум предприятиям А и В на 4 квартала выделено  единиц средств. Каждый квартал предприятие А получает х средств, предприятие В -    у средств. При этом от выделенных средств предприятие А получает 5х единиц и остаток средств 0,3х единиц, а предприятие В - доход 4у единиц и остаток выделенных средств 0,5у единиц. Необходимо распределить средства между предприятиями поквартально таким образом, чтобы за весь год оба предприятия получили максимальный доход. 
Решение. Период времени 1 год разделим на 4 квартала (4 этапа).



Введем обозначения: через  обозначим вклад в развитие предприятий А и В в 1-ом квартале,  - доход за i-ый квартал, - остаток средств на конец i-ого квартала, i – 1,2,3,4.

	№
	Состояние
	Вклад
	Доход
	Остаток

	
	
	А
	В
	
	

	1
	

	

	

	

	


	2
	

	

	

	

	


	3
	

	

	

	

	


	4
	

	

	

	

	




С учетом введенных обозначений составим подробную таблицу по этапам.
	Предприятие
	1 квартал
	2 квартал
	3 квартал
	4 квартал

	
	вклад
	доход
	остаток
	вклад
	доход
	остаток
	вклад
	доход
	остаток
	вклад
	доход

	А
	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	


	В
	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	


	
	S0=x1+y1
	W1=5x1+4y1
	S1=0,3x1+0,5y1
	S1=x2+y2
	W2=5x2+4y2
	S2=0,3x2+0,5y2
	S2=x3+y3
	W3=5x3+4y3
	S3=0,3x3+0,5y3
	S3=x4+y4
	W4=5x4+4y4



Отыскание оптимального управления начнем с 4 квартала.


3 квартал.


Так как максимум дохода за 3-4 кварталы постоянен при любом распределении средств, то пусть .
2 квартал.


1 квартал.




По условию задачи  единиц,  единиц, при этом будем иметь следующие распределение средств по кварталам:

	Квартал
	Распределяемые средства
	Вклады

	
	
	А
	В

	1
	

	

	


	2
	

	

	


	3
	

	

	


	4
	

	

	




Задача 2. Дана сеть, состоящая из 7 точек, и известны расстояния между точками. Необходимо определить кратчайшее расстояние от любой точки до точки 7. 
Решение.
0 V
12 7 V
7
2
1
4
6
5
3
7 V
3 V
5 V
10 V
9 6 V
3
5
3
7
4
2
3
5
2
5

1. Рассмотрим точку 7. Рядом с кружком ставим 0 характеристику этой точки.
2. Соседними с точкой 7 являются точки 6,5,4. Подсчитаем характеристики этих точек и укажем направления. Точку 7 отмечаем символом V , т.к. операции на ней закончены.
3. Рассмотрим точку 4. Соседними с ней будут точки 6,3,1,7, Находим характеристики каждой из них. Характеристики точек 1 и 3 – соответственно 9 и 12. Характеристики точек 6,7 остались без изменения, так как 7+4=11>5, 7+7=14>0. Точку 4 отметим символом V. Рассмотрим точку 6. Соседними являются точки 3,4,7. Для точки 3 новая характеристика 5+2=7>12, поэтому изменяем старую характеристику 12 на 7, и указываем новое направление. Для точек 4,7 старые характеристики остаются без изменений, т.к. 5+4=9>7, 5+5=10>0. Точку 6 отмечаем знаком V. Рассмотрим точку 5. Соседняя с ней точка 1. Новая характеристика 3+3=6<9, поэтому изменяем характеристику и направление. Точку 5 отмечаем символом V. Точка 1, характеристика
которой изменилась, является соседней с точкой 4. Точка 4 отмечена символом V, поэтому пересчитываем характеристику этой точки и проверяем соседние с ней: 7+5=12>7; 7+4=11>5; 7+7=14>0. Характеристики точек 3,6,7 остаются без изменений.
4. Рассмотрим точку 3. Соседними являются точки 2,4,6. Характеристика 2: 7+3=10, записываем эту характеристику и указываем направление. Характеристики 6,4 остались без изменения. Точку 3 отмечаем символом V.
5. Рассмотрим точку 2. Соседними являются точки 1 и 3. Характеристики точек не изменяются, т.к. 10+5=15>б, 10+3=13>7. Точку 2 отмечаем символом V.
6. Рассмотрим точку 1. Соседними являются точки 2,4,5. Характеристики точек не изменились, т.к. 6+5=11>10, 6+2=8>4, 6+3=9>3. Операции над всеми точками закончены. Ответ запишем в виде таблицы. 
	Номера точек, между которыми рассчитывается расстояние
	Кратчайшее расстояние
	Маршрут, по которому   проходит кратчайшее расстояние

	1-7
	6
	1-5-7

	2-7
	10
	2-3-6-7

	3-7
	7
	3-6-7

	4-7
	7
	4-7

	5-7
	3
	5-7

	6-7
	5
	6-7

	7-7
	0
	



Контрольные вопросы
1. Что называется динамическим программированием?
2. Какие характерные особенности задач динамического программирования вы знаете?
3. Что называется управлением?
4. В чем состоит метод динамического программирования?
5. Сформулируйте принцип оптимальности Беллмана?
6. Что называется сетью, звеньями?
7. Что такое характеристика точки?
8. Опишите алгоритм решения задачи определения кратчайшего расстояния по заданной сети?

[bookmark: _Toc84064828]Практическое занятие №7 
«Нахождение кратчайших путей в графе. Решение задачи о максимальном потоке»
Цель работы: Решить задачу о нахождении кратчайших путей в графе. Решить задачу о нахождении максимального потока.
Краткая теория
Граф это множество точек или вершин и множество линий или ребер, соединяющих между собой все или часть этих точек. Вершины, прилегающие к одному и тому же ребру, называются смежными.  Если ребра ориентированы, что обычно показывают стрелками, то они называются дугами, и граф с такими ребрами называется ориентированным графом. Если ребра не имеют ориентации, граф называется неориентированным. 
Графы обычно изображаются в виде геометрических фигур, так что вершины графа изображаются точками, а ребра - линиями, соединяющими точки (рис. 1). 
Петля это дуга, начальная и конечная вершина которой совпадают. 
Простой граф - граф без кратных ребер и петель. 
Степень вершины это удвоенное количество петель, находящихся у этой вершины плюс количество остальных прилегающих к ней ребер. 
Пустым называется граф без ребер. Полным называется граф, в котором каждые две вершины смежные.

[image: picture2_13_1]
Рис. 1
Путь в ориентированном графе — это последовательность дуг, в которой конечная вершина всякой дуги, отличной от последней, является начальной вершиной следующей. 
Маршрут в графе путь, ориентацией дуг которого можно пренебречь. 
Цепь маршрут, в котором все ребра попарно различны.
Цикл замкнутый маршрут, являющийся цепью. 
Маршрут, в котором все вершины попарно различны, называют простой цепью. Цикл, в котором все вершины, кроме первой и последней, попарно различны, называются простым циклом. 
Подграф графа это граф, являющийся подмоделью исходного графа, т.е. подграф содержит некоторые вершины исходного графа и некоторые ребра (только те, оба конца которых входят в подграф). 
Подграф называется остовным подграфом, если множество его вершин совпадает с множеством вершин самого графа. 
Граф называется связным, если любая пара его вершин связана. 
Связными компонентами графа называются подграфы данного графа, вершины которых связаны. 
Дерево — это связный граф без циклов. Деревья особенно часто возникают на практике при изображении различных иерархий. Например, популярны генеалогические деревья.
Граф без цикла называется лесом. Вершины степени 1 в дереве называются листьями. Деревья - очень удобный инструмент представления информации самого разного вида. Деревья отличаются от простых графов тем, что при обходе дерева невозможны циклы. Это делает графы очень удобной формой организации данных для различных алгоритмов. 
Очевидно, что графический способ представления графов непригоден для ПК. Поэтому существуют другие способы представления графов. 
В теории графов применяются 
1. Матрица инцидентности. Это матрица А с n строками, соответствующими вершинам, и m столбцами, соответствующего рёбрам. Для ориентированного графа столбец, соответствующий дуге (х,y) содержит - 1 в строке, соответствующей вершине х и 1, в строке, соответствующей вершине у. Во всех остальных 0. Петлю, т.е. дугу (х,х) можно представлять иным значением в строке х, например, 2. Если граф неориентированный, то столбец, соответствующий ребру (х,у) содержит 1, соответствующие х и у и нули во всех остальных строках. 
2. Матрица смежности. Это матрица n×n где n - число вершин, где bij = 1, если существует ребро, идущее из вершины х в вершину у и bij = 0 в противном случае. 
Нахождение минимального остова в графе
Алгоритм решения
1. Упорядочить ребра графа по возрастанию весов; 
2. Выбрать ребро с минимальным весом, не образующее цикл с ранее выбранными ребрами. Занести выбранное ребро в список ребер строящегося остова; 
3. Проверить, все ли вершины графа вошли в построенный остов. Если нет, то выполнить пункт 2. 
Нахождение кратчайшего пути в графе
Пусть дан граф, дугам которого приписаны веса. Задача о нахождении кратчайшего пути состоит в нахождении кратчайшего пути от заданной начальной вершины до заданной конечной вершины, при условии, что такой путь существует. 
Данная задача может быть разбита на две: 
1. для начальной заданной вершины найти все кратчайшие пути от этой вершины к другим; 
2. найти кратчайшие пути между всеми парами вершин. 
Рассмотрим алгоритм решения для задачи первого типа: 
Необходимо найти путь от s - начальной вершины до t - конечной вершины. Каждой вершине присваиваем пометки I(Xi). 
1. I(s) = 0, I(Xi) равно бесконечности для всех Хi не равных s и считать эти пометки временными. Положить р = s. 
2. Для всех Хi, принадлежащих Г(р) и пометки которых временны, изменить пометки по следующему правилу: 
I(Xi) = min[I(Xi), I(p) + c(p, Xi)] 
3. среди всех вершин с временными пометками найти такую, для которой I(Xi*) = min[I(Xi)] 
4. считать пометку вершины Хi* постоянной и положить р = Хi*. 
5. если р = t, то I(р) является длинной кратчайшего пути, если нет, перейти к шагу 2. 
Как только все пометки расставлены, кратчайшие пути получают, используя соотношение I(Xi') + c(Xi',Xi) = I(Xi) (1).
Для решения задачи второго типа можно применять данный алгоритм для каждой вершины.
Порядок выполнения заданий
Задача 1. Составить матрицы инцидентности и смежности для графа:
[image: exercise3]
Решение. 
	Матрица инцидентности
	Матрица смежности

	
	
	u
	v
	w

	a
	1
	0
	0

	b
	0
	0
	1

	c
	1
	1
	1

	d
	0
	1
	0


Где u, v, w – ребра данного графика
	
	
	a
	b
	c
	d

	a
	0
	0
	1
	0

	b
	0
	0
	1
	0

	c
	1
	1
	0
	1

	d
	0
	0
	1
	0






Задача 2. На представленном графе найдите: а) минимальный остов дерева, б) найдите кратчайший путь от начальной точки Х1 до всех остальных точек.
Х1
Х2
Х3
Х4
Х5
23
20
36
4
1
9
15

Решение. а) Найдем минимальный остов дерева представленного на рисунке. Составим таблицу значений расстояний между точками.
	
	Х1
	Х2
	Х3
	Х4
	Х5

	Х1
	
	23
	
	
	36

	Х2
	23
	
	20
	
	1

	Х3
	
	20
	
	15
	4

	Х4
	
	
	15
	
	9

	Х5
	36
	1
	4
	9
	


Для решения данной задачи достаточно рассмотреть или только левую или только правую часть от главной диагонали матрицы. Воспользуемся левой частью таблицы. А также изобразим исходный график без ребер, только с помощью одних вершин.
	
	
	Х1
	Х2
	Х3
	Х4
	Х5

	Х1
	
	
	
	
	

	Х2
	23
	
	
	
	

	Х3
	
	20
	
	
	

	Х4
	
	
	15
	
	

	Х5
	36
	1
	4
	9
	



	Х1
Х2
Х3
Х4
Х5



Из элементов матрицы выбираем минимальный - (Х2,Х5) = 1. Обводим выбранный элемент кружком и указываем на рисунке соответствующее ребро.
	
	
	Х1
	Х2
	Х3
	Х4
	Х5

	Х1
	
	
	
	
	

	Х2
	23
	
	
	
	

	Х3
	
	20
	
	
	

	Х4
	
	
	15
	
	

	Х5
	36
	1
	4
	9
	



	Х1
Х2
Х3
Х4
Х5



Из оставшихся элементов выбираем минимальный - (Х3,Х5) = 4. Элемент обводим кружком. Чтобы выполнялось условие 2 пункты Х2 и Х3 не должны соединяться, поэтому элемент (Х2,Х3) зачёркивается. И т.д.
	
	
	Х1
	Х2
	Х3
	Х4
	Х5

	Х1
	
	
	
	
	

	Х2
	23
	
	
	
	

	Х3
	
	20
	
	
	

	Х4
	
	
	15
	
	

	Х5
	36
	1
	4
	9
	



	Х1
Х2
Х3
Х4
Х5



В итоге получаем:
	
	
	Х1
	Х2
	Х3
	Х4
	Х5

	Х1
	
	
	
	
	

	Х2
	23
	
	
	
	

	Х3
	
	20
	
	
	

	Х4
	
	
	15
	
	

	Х5
	36
	1
	4
	9
	



	Х1
Х2
Х3
Х4
Х5



Длина минимального остова равна  (Х1,Х2)+(Х2,Х5)+(Х3,Х5)+(Х4,Х5)=23+1+4+9=37
Б) Найдем кратчайший путь представленного графа от начальной точки Х1 до всех остальных точек.
	
	
	Х1
	Х2
	Х3
	Х4
	Х5

	Х1
	
	23
	
	
	36

	Х2
	23
	
	20
	
	1

	Х3
	
	20
	
	15
	4

	Х4
	
	
	15
	
	9

	Х5
	36
	1
	4
	9
	



	Х1
Х2
Х3
Х4
Х5
23
20
36
4
1
9
15






2

Начальное расстояние I(X1)=0*, I(Xi)=∞, Xi≠X1, p=X1.
Находим множество точек, соединяющиеся с точкой Х1:
Г{X1}={X2,X5}
Находим минимальное расстояние каждой из этих точек:
I(X2)=min[∞,0*+23]=23,
I(X5)=min[∞,0*+36]=36,
min[I(X2), I(X3), I(X4), I(X5)]=min[23, 36, ∞, ∞]=23,
X2: I(X2)=23*,  p=23, рядом с точкой Х2 поставим расстояние 23.
Находим множество точек, соединяющиеся с точкой Х2, точку Х1 не трогаем, так как мы ее уже рассмотрели.
Г{X2}={X3,X5}
Находим минимальное расстояние каждой из этих точек:
I(X3)=min[∞,23*+20]=43,
I(X5)=min[36,23*+1]=24,
min[I(X3), I(X4), I(X5)]=min[43,∞, 24]=24,
X5: I(X5)=24*,  p=24, рядом с точкой Х5 поставим расстояние 24.
Аналогично находим все остальные расстояния до остальных точек:
Г{X5}={X3,X4}
Находим минимальное расстояние каждой из этих точек:
I(X3)=min[43,24*+4]=28,
I(X4)=min[∞,24*+9]=33,
min[I(X3), I(X4)]=min[28, 33]=28,
X3: I(X3)=28*,  p=28, рядом с точкой Х3 поставим расстояние 28.
Г{X3}={X4}
Находим минимальное расстояние до этой точки:
I(X4)=min[33,28*+15]=33,
X4: I(X4)=33*,  p=33, рядом с точкой Х4 поставим расстояние 33.

Х1
Х2
Х3
Х4
Х5
23
20
36
4
1
9
15
23+
28+
24+
0+
33+

Запишем ответ в виде таблицы кратчайших расстояний от точки Х1 до всех остальных точек графа.
	Кратчайший путь
	значение

	Х1-Х2
	23

	Х1-Х2-Х5-Х3
	28

	Х1-Х2-Х5-Х4
	33

	Х1-Х2-Х5
	24




Контрольные вопросы
1. Дайте определение граф.
2. В чем состоит отличие ориентированного графа от неориентированного графа?
3. В чем отличие пустого графа от простого графа?
4. Как определить степень вершины?
5. Чем отличается цепь в графе от цикла?
6. Дайте понятие подграф графа.
7. В чем суть связанного графа?
8. Как находятся матрицы инцидентности и матрицы смежности?
9. Как найти минимальный остов дерева?
10. Как найти кратчайшее расстояние в графе?
Список рекомендуемой литературы
Список основной литературы:
1.	Агальцов, В. П. Математические методы в программировании: учебник / В.П. Агальцов.  Москва: ФОРУМ: ИНФРА-М, 2023.  (Среднее профессиональное образование).  
https://znanium.com/catalog/product/1896458

Список дополнительной литературы
1.	Бычков, А. Г. Сборник задач по теории вероятностей, математической статистике и методам оптимизации : учебное пособие / А.Г. Бычков. - Москва: ФОРУМ: ИНФРА-М, 2022. (Среднее профессиональное образование). 
https://znanium.com/catalog/product/1834678 

Перечень ресурсов информационно-телекоммуникационной сети «Интернет»
1.Электронно-библиотечная система Знаниум - http://znanium.com
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